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Annotatsiya. Ta’lim — tizimli ta’lim olishning eng muhim va ishonchli usuli.
Ta’lim o’qituvchi tomonidan boshqariladigan o’ziga xos bilish jarayoni. Aynan
o’qituvchining rahbarlik roli o’quvchilar tomonidan bilim, ko’nikma va malakalarni
to’liq o’zlashtirishni, ularning aqliy kuchi va ijodiy gobiliyatlarini rivojlantirishni
ta’minlaydi. Maqolada ham aniq fanlarni o’qitishda kognitiv qobilyatini
shakllantirishning metodik ahamiyati borasida taklif va tavsiyalar beriladi.

Kalit so’zlar: ta’lim, tavsiya, talaba, tahlil, metod, aniq integral, yuza, hajm.

Abstract: Education is the most important and reliable method of systematic
education. Education is unique cognitive process controlled by a teacher. It is the
leadership role of the teacher that ensures full mastery of knowledge, skills and abilities
by students, development of their mental strength and creative abilities. The article also
gives suggestions and recommendations regarding the methodical importance of
forming the cognitive ability of the student in the teaching of specific sciences.

Key words: education, recommendation, student, analysis, method, exact
integral,surface, volume.

AHHOTaHl/ISI. O6paSOBaHI/I$I SIBJIIETCSI HanOoJiee BaXKHBIM U HaACKHBIM METOIOM
CUCTEMATU4eCKOro oOpa3zoBanusa. OOydeHHE — 3TO YHUKaJIbHBIN MO3HABATEIbHBIN
Ipolecc, yIpasisieMbli  yuuresneMmM. VIMEHHO pykoBozsas pojib  y4UTeNs
O6€CHC‘II/IBaCT IMIOJIHOC OBJIaJAICHUC Yy4YalllMMCA 3HAHUAMHU , YMCHUSAMHU H HABBIKAMMU,
Pa3BUTHUC UX OYHICBHBIX CHUJI U TBOPYCCKUX CIIOCOOHOCTH IIKOJIbHHUKA IIpu 06}"16HI/II/I
KOHKPETHBIM HayKaM.

KiroueBble cjioBa: oOpa3oBaHHe, peKOMEHAAIMS, CTYACHT, aHAJIU3, METO/,
OTpeebEHHBIN UHTETPallb, IJIOMIAAb. O0EM.

Innovatsion pedagogik texnologiyalarning rivojlanishi va uning o’quv - tarbiya
jarayoniga kirib kelishi, shuningdek axborot texnologiyalarining rivojlanishi
jarayonida har bir pedagog — o’qituvchi o’z kasbiy tayyorgarligini, pedagogik
mahoratini oshirib borishini taalb etadi. Uzluksiz ta’lim chuqur, har taraflama asosli
ta’lim tarbiya berish mutaxasssis kadrlar tayyorlashning turli shakl uslub va sifatini
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turli komponentlar o’rtasidagi o’zaro alogadorlik muayyan usullarni ta’lim jarayoniga
ogilona tatbiq etilishini ta’minlaydi.

Aniq fanlarni o‘zlashtirishda talabalar umumta’lim va boshqa fanlardan
o‘zlashtirgan bilimlariga asoslanadilar. Zamonaviy texnologiyalari va mutaxassislik
kafedralar bilan uzviy bog‘liglikni va uzliksizlikni ta’minlash muhim hisoblanadi.

Matematik bilimlarni mustahkamlashda aynigsa, keng tarqalgan va o’ziga xos
xususiyatga ega bo’lgan ta’limning faol usullariga quyidagilar kiradi: suhbat,
munozara, ta’limiy o’yinlar, “keys-study”, loyihalash usuli , miyaga hujum va
boshqgalar.

Matematika fani xalq xo‘jaligi, texnikaning rivojlanishida asosiy va alohida
o‘rin egallaydi. U xalq xo‘jaligi va texnikaning turli sohalarida: jumladan, turli
loyihalarni modellashtirishda va katta o‘lchamli maydonlarning sathini aniqlashda,
katta mehnat talab qilinadigan inshootlarning loyihasini hisoblashda va ularga
ketadigan sarf-harajatlarni mugobillashtirishda yugori ahamiyatga egadir.

Ushbu magqolada “Matematik analiz ” fanining “Aniq integral va uning
tatbiglari” mavzusini o’zlashtirishda “keys-study” metodidan foydalanib, ushbu
mavzuni talabalarga yanada mukaammalroq tushuntirish tadqiq gilingan.

1. Tekis shaklning yuzi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lib, ¥x e[a,b] uchun f(x)>0
bo‘lIsin.

Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a, x=b vertikal
chiziglar hamda pastdan Ox o°qi bilan chegaralangan D shaklni garaylik. (1-chizma)

1-chizma
[a,b] segmentning biror P ={x,,X,,X,,...,X, }

(a=Xy <X << X <Xy <...<X, =D)
bo‘laklashni olamiz. Bo‘laklashning har bir
[%: %] (k=012,..,n-1)
bo‘lagidagi ixtiyoriy &, nuqtada f (X) funksiya giymati f (fk) ni shu bo‘lakcha
uzunligiga ko‘paytiramiz:

f (ézk)(xkﬂ - Xk): f (gk)AXk'
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Bu miqdor asosi Ax, balandligi f (§k) ga teng bo‘lgan to‘gri to‘rtburchakning yuzini
ifodalaydi (1-chizma). Yuqoridagidek, asoslari
AXg =X = Xg0 AKX =X = Xy ooy AX g = X = Xy
balandliklari mos ravishda  f (&), f(&), ... f(&4)
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzalari topilib, ularning yig‘indisidan iborat ushbu

> (5% )

miqgdor garalsa, uni taxminan D shaklning yuzi deb olish mumkin bo‘ladi.
Ayni paytda (1) f (X) funksiyaning integral yig‘indisi bo‘ladi. Ma’lumki, f (X)
funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lsa, (1) yig‘indining limiti mavjud va
b

Ligﬁ F(&)Ax = f(x)dx

a

bo‘ladi. Demak, qaralayotgan D shakl yuzaga ega va uning yuzi S ushbu

b
S :j f(x)dx (2)
formula bilan topiladi
2 2
Misol 1. Ushbu %+§=1 ellips va Ox, Oy o‘glarining musbat

yo‘nalishlaridagi qismlari bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

< Misolda aytilgan shakl 2- chizmada tasvirlangan.
¥

o

2-chizma

Ravshanki, garalayotgan shakining yuzi ellips yuzining % gismi bo‘lib, u

y=9\/a2—x2 (0<x<a)

a
funksiya grafigi hamda x =0, x =a lar bilan chegaralangan shakldir.

(2) formulaga ko‘ra

b
S :Ig\/az — x2dx
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bo‘ladi. Endi integralni hisoblaymiz:

b b
J'gx/az — x2dx :BJ\/a2 — x2dx :{

Xx=asint x=0da t=0
72- =
a dx=acost x=ada t:E

(£+1c052tjdt=
2 2

O =y |y

Ja? —a’?sin’t -acostdt =

RN ;SN2
o 2 2, 2

o | T

3
aZJ‘cos2 tdt = ab
0

[l
o | T
Ot N |

2 mab
0 4

Demak, S:”nglb. >

Misol 2. Ushbu y=x*+1, x+Yy=3 chiziglar bilan chegaralangan shaklIning

yuzi topilsin.
< y=x*+1 parabola hamda x+y=3 to‘gri chiziglar bilan chegaralangan

shakl quyidagi 3-chizmada tasvirlangan

-

) S

3-chizma
Parabola va to‘g‘ri chiziq tenglamalarini sistema qilib,
y=x"+1,
{x+y—3

so‘ng uni yechib, X, =—2, X, =1 bo‘lishini topamiz. Endi
a=-2,b=1 f(x)=x*+1 f,(x)=3-x
deb, (3) formuladan foydalanib, izlanayotgan shakl yuzi S ni topamiz:

1 1

S :J'z[(:g_x)_()(? +1)}dx:Jl;(Z—x—xz)dx=(2x—X?2—X§j

2 3 2 3 2

-2

2. Yoy uzunligi.
Faraz gilaylik, fA(X) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning grafigi

tekislikda AB yoyini tasvirlasi},\-[-\
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4-chizma.
[a,b] segmentning biror P ={x,,%,%,,.... X, }
(a=Xy <X <. <X <Xy <...<X, =D)
bo‘laklashni olamiz. Bo‘laklashning har bir bo‘laklovchi
X (k=012,..,n)
nugtalaridan Oy o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib, ularni AB yoyi bilan
kesishgan nuqgtalarini
A =A(x.f(x)) (k=012,..,n)
bilan belgilaymiz. Natijada AB yoyida
A (%o F (%)) A (4 F06)) A (X T (6)) Aca (Rears F (R )oeoes A (%o F (%))

nugtalar hosil bo‘ladi (A= Ay(a, f (a)), B=A, (b, f (b ))).

Ushbu &ILTJZ\/ (X = %) +(f(Xeg)— f (Xk))z

limit mavjud bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega, limitning giymati AB yoyining uzunligi
deyiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya uzluksiz f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. Lagranj

teoremasidan foydalanib topamiz:

f (Xk+1)_ f (Xk): f,(é:k)(xkﬂ_xk) (Xk Sé:k < Xk+1)

Natijada
n-1 > n-1 P >
Z\/( Xk+1 - Xk) + ( Xk+1 ) \/ Xk+1 k + f (fk )(Xk+1 Xk) =
k=0 k=0

n-1

nzﬂ/ F2(E)  (Xer =% )= D 1+ F2(&) - A%,

k=0
bo‘ladi. Shunday q1hb AB yoyi uzunlikka ega va uning uzunligi

(= I1/1+ f'?(x)dx. ga teng (3)
p(t)=a(t—sint),

w(t)=a(1-cost)
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan yoyning (sikloidaning) uzunligi topilsin.
< Ravshanki, ¢'(t)=a(1-cost), y'(t)=asint

bo‘lib, \/(p'z )+y'(t) \/a 1- cost) +a’sin’t =a,/2(1-cost)

Misol 3. Ushbu 0<t<r)

@ http://www.newjournal.org/ <4 28 ¥ » Buvinyck scypnana Ne-35
Yacmv—8_Jlexaops —2023



http://www.newjournal.org/

g 7,! \ ObPA30OBAHHE HAYKA U HHHOBAIIHOHHBIE H/IEU B MUPE

NN

2181-3187

bo‘ladi. Endi « =0, g =2 deb,
(3) formuladan foydalanib, egri chizigning uzunligini topamiz:

l= f\/go’z (t)+y'(t)dt = 2fa,/z(l—cost)dt = azf,/4-sin2%dt =
a 0 0

27
=—4a(cosz —cos0)=8a. >

2t t t
=2a.[sm—~d — |-2=—-4acos—
2 2 2

0
3. Aylanma jismning hajmi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lib, unda f(x)>0 bo‘lsin.

Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlaridan x=a, x=b vertikal chiziglar

hamda pastdan Ox o‘qi bilan chegaralangan tekis shaklni Ox o°‘qi atrofida

aylantirishdan aylanma jism hosil bo‘ladi.

Masalan, quyidagi chizmada tasvirlangan shakini Ox o‘qi atrofida
aylantirishdan quyidagi aylanma jism hosil bo‘ladi:

0 Gl TN
U

6-chizma
[a,b] segmentning biror P ={x,,X,,%,,...,X, }
(a=Xy <X <X, <o < X < Xy <.e<X, =D)
bo‘laklashni olamiz. Bo‘laklashning har bir
[% %] (k=012,..,n-1)
bo‘lagidagi ixtiyoriy & nugtada f(x) funksiya giymati f (&) ni topib, ushbu
7 f2(&)- A%,

miqdorni garaymiz. Bu miqdor, asosining radiusi f (gk) balandligi Ax, ga teng

bo‘lgan silindrning hajmini ifodalaydi. Bundan ko‘rinadiki,

n-1
Zﬁfz(ék)AXk
k=0
migdorni taxminan garalayotgan aylanma jismning hajmi deb garash mumekin.
Endi [a,b] segmentning bo‘laklash nuqtalarining sonini  shunday

orttiraboraylikki, bunda max{Ax,} nolga intilaborsin. U holda

S o2& )x,
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yig‘indining qiymati ham o‘zgaraboradi va u tobora aylana jismning hajmini aniqroq
ifodalaydi.

A0

n-1
Ushbu V =lim> 7 f%(& )Ax,  limit aylanma jismning hajmi deyiladi.
k=0
n-1 b
Ayni paytda Liirgkz_;an(gk)Axk =7 j f2(x)dx tenglik o’rinlibo*ladi.

b
Demak, aylana jismning hajmi V Zﬂjfz(X)dX (4)

bo‘ladi.
Misol 4. Radiusi r ga teng bo‘lgan shar hajmi topilsin.

< Bushamiushbu f(x)=+r?—x*, -r<x<r
yarim doiraning Ox o‘qi atrofida aylantirishidan hosil bo‘lgan jism deb garash
mumikn.

() formuladan foydalanib topamiz:

3\ 3 3
S O JOL N N S S =ﬂ7zr3. >
. 3 3 3

\Y; :nj(rz —XZ)dX:ﬂ(rZX—%j

-r

4. Aniqg integralning igtisodiy ma'nosini anglash uchun, Y= £(t) funksiya
biron bir ishlab chigarishda mehnat unumdorligining vaqt davomida o°zgarishini
aniglasin deb garaymiz. U holda [0.T] vagt oraligida mahsulot migdori hajmi U ni
hisoblash uchun [0.T] oraligni 9=t <t<t:<. <ty <=T nygtalar bilan kichik
bo‘lakchalarga boflib, [tal Kichik oraliqda mehnat unumdorligini tagriban
ozgarmas &) ga (€ €ltt]) teng deb [:t1] oraliqda ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi At = F(5)- At (At =t =t) ekanligini hisobga olib, butun [0.T] oraligda ishlab
chigarilgan mahsulot miqdori Y uchun quyidagi tagribiy tenglikni hosil gilamiz:

u =2Aui zi; f (&)At,

Bu tenglikda aniglikni oshirish uchun M4t =0 qa limitga o‘tishimiz lozim.

U holda,

u=ff(t)dt

Bu tenglik [0.T] vaqt davomida ishlab chigarilgan mahsulot migdorining hajmi Y= (t)
- mehnat unumdorligi funksiyasi f(t) ning aniq integrali orgali ifoda yetilar ekan. Bu
integral son jihatidan f(t) funksiya va [0.T] oraliglar hosil gilgan egri chizigli
trapetsiya yuziga teng bo‘ladi.
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.T f (x)dx

y=f(x) funksiya uchun
garaymiz.

integral gaysi shartlarda mavjud bo‘lishligini

KEYS- STADI METODI
O’quv predmeti: Matematik analiz
Mavzu: Aniq integralning tadbiglari
Keysning asosiy magsadi:

- aylanish jismining xajmini hisoblashni o’rganish;

- yuzalarni hisoblashni o’rganish;

- yoy uzunligini hisoblashni o’rganish.

O‘quyv faoliyatidan kutiladigan natijalar:

¢ Yuzalarni hisoblashni o’rganish,;

¢ Yoy uzunligini hisoblashni o’rganish,;

e Hajmlarni hisoblashni o‘rganish;

e Talabalarga aniq integralni ba’zi bir fizik, geometrik va boshqa kattaliklarni
hisoblashda qo’llashni o’rgatish.

Ushbu keysni muvaffaqiyatli amalga oshirish uchun oldindan talabalar
quyidagi bilim va ko‘nikmalarga ega bo‘lmoqlari zarur:
Talaba bilishi kerak:
-matematikaning boshlang‘ich tushunchalari, matematik formulalarni va xossalarni;
Talaba amalga oshirishi kerak:
- mavzuni mustaqil o‘rganadi; muammoning mohiyatini aniglashtiradi; g‘oyalarni
ilgari suradi; ma’lumotlarni tanqidiy nuqtai nazardan ko‘rib chiqib, mustaqil garor
qabul qilishni o‘rganadi; o‘z nuqtai nazariga ega bo‘lib, mantiqiy xulosa chiqaradi;
o‘quv ma’lumotlar bilan mustaqil ishlaydi; ma’lumotlarni tagqoslaydi, tahlil giladi va
umumlashtiradi;
Talaba ega bo ‘Imog ‘i kerak:

- kommunikativ ko‘nikmalarga; taqdimot ko‘nikmalariga; hamkorlikdagi ishlar
ko‘nikmalariga; muammoli holatlar tahlil qilish ko‘nikmalariga, amaliyotda va ishlab
chigarishda aniq integrallarni tadbiqlaridan foyadlana olishi.

Aniq integral tadbiglari mavzusining keyslari

Keys 1
0 < x < 2m bo’lganda y = sinx sinusoida va OX o’qi bilan chegaralangan Q yuza
hisoblansin.
AY
y=sinx
X
0 T | | [ 2n
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Keys 1 ishlanmasi
0 < x < bo’lganda sinx = 0, < x < 2m bo’lganda esa sinx < 0 bo’lgani

sababli

T . 2, 2y .,
Q = J, sinxdx + |fn smxdx| = [, Isinx|dx,

fonsinxdx = —cosx|§ = —(cosm — cos0) = —(—1—-1) = 2,
fnzn sinxdx = —cosx|2: = —(cos2m — cosm) = —2.
Demak, Q = 2 + |-2| = 4.
Keys 2

x?+vy%2=7r2 aylana uzunligi aniglansin.
Keys 2 ishlanmasi

KEYS-2

xZF 4 pF = =

avliana uFunligi aniglansin.

Dastlab aylananing birinchi kvadratda yotgan to’rtdan bir qismining uzunligini
hisoblaymiz. U holda AB yoyning tenglamasi:

=1

bundan
d_y A X
dx  Vrz—xz'

1 er x? PP _ . X|r _ T
Demak, ;s = J; 1+T2_x2dx—f0mdx—rarcsmr 05T

Butun aylananing uzunligi s = 2nr.
Keys 3
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KEYS-3
UUshbu
xz yz ZZ
az vzt == 1

72

2 2
Ushbu z— + Z—z +—=1 uch o’qli ellipsoidning hajmi hisoblansin.

2 c?

Keys 3 ishlanmasi

Ellipsoidni Oyz tekislikka parallel bo’lib undan X masofada uzoqlikdan o’tgan

2 2 2
tekislik bilan kesganda Z—Z + j—z =1- % yoki yarim o’qlari

x2 x2
bl - b 1-— E, i1 =¢ 1-— E

2 2

y Z

, 1k " , 1k e
X X
[b 1-— ?] [C 1-— ?]
hosil bo’ladi.

Ammo bunday ellipsning yuzi zb;c; ga teng. Shuning uchun:
_ _x
Q(x) = mhc (1 az).
Ellipsoidning hajmi: v = be [* (1 - %) dx = mbe (x — =) | %, = 2mabe.

3a? a 3

bo'lgan ellips

Agar a=b=c bo’lsa, ellipsoid sharga aylanadi,
buholda v =Zma®  ni hosil gilamiz.
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