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Непустое множество L элементов 𝑥, 𝑦, 𝑧, … называется линейным, или 

векторным, пространством, если оно удовлетворяет таким условиям: 

I. Для любых двух элементов  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 однозначно определен третий 

элемент 𝑧 ∈ 𝐿, называемый их суммой и обозначаемый 𝑥 + 𝑦, причем  

1. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность); 

2. 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  =  (𝑥 + 𝑦)  + 𝑧 (ассоциативность); 
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3. В L существует такой элемент 0, что 𝑥 + 0 = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝐿 

(существование нуля); 

4. Для каждого 𝑥 ∈ 𝐿 существует такой элемент −𝑥, что 𝑥 + (−𝑥) = 0 

(существование противоположного элемента). 

II. Для любого числа 𝛼 и любого элемента 𝑥 ∈ 𝐿 определен элемент 𝛼𝑥 ∈ 𝐿 

(произведение элемента 𝑥 на число 𝛼), причем 

1. 𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥; 

2. 1 ∙ 𝑥 = 𝑥; 

3. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥; 

4. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦. 

Пусть 𝐸 и 𝐸1 − два линейные  пространства. 

Определение 1.  Линейным оператором, действующим из 𝐸 в 𝐸1, 

называется отображение 

                                    𝑦 = 𝐴𝑥,   𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝐸1, 

удовлетворяющее условию 

𝐴(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2) = 𝛼𝐴𝑥1 + 𝛽𝐴𝑥2. 

Совокупность 𝐷𝐴 всех тех 𝑥 ∈ 𝐸,  для которых отображение 𝐴  определено, 

называется областью определения оператора 𝐴; вообще говоря, не 

предполагается, что 𝐷𝐴 = 𝐸, однако мы всегда будем считать, что 𝐷𝐴 есть 

линейное многообразие, т.е. если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝐴, то 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝐷𝐴 при всех 𝛼, 𝛽. 

Оператор  𝐴 называется непрерывным в точке 𝑥0 ∈ 𝐷𝐴,если для любой 

окрестности 𝑉 точки 𝑦0 = 𝐴𝑥0 существует такая окрестность 𝑈 точки 𝑥0, что  

𝐴𝑥 ∈ 𝑉,    как только  𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐷𝐴. 

Пусть 𝐴 и 𝐵 – линейные операторы, причем 𝐴 действует из пространства 𝐸 

в 𝐸1, а 𝐵 действует из 𝐸1 в 𝐸2. Произведением (суперпозициям) 𝐵𝐴 операторов 𝐴 

и 𝐵 называется оператор 𝐶, ставящий в соответствие элементу 𝑥 ∈ 𝐸 элемент 𝑧 =

𝐵(𝐴𝑥) из  𝐸2. Область определения 𝐷𝐶  оператора 𝐶 = 𝐵𝐴 состоит из тех 𝑥 ∈ 𝐷𝐴 

для которых 𝐴𝑥 ∈ 𝐷𝐵. 

Изучение развития состояния системы является основной задачей теории 

динамических систем. 

Эволюцию популяции можно изучать с помощью динамической системы 

квадратичного стохастического оператора (см. например [1- 28]) . 

 Пусть  𝐸 =  {1,2, .  .  . , 𝑛}. Множество 

𝑆𝑛−1 = {𝑥 = (𝑥1 , 𝑥2 ,   .  .  .   , 𝑥𝑛 } ∈ 𝑅
𝑛 ∶  𝑥𝑖 ≥ 0,∑  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 = 1} 

называется (𝑛 − 1) −мерным симплексом. Каждый элемент x∈ 𝑆𝑛−1 является 

вероятностной мерой на E, и его можно интерпретировать как состояние 

биологической (физической и т.п.) системы, состоящей из n элементов. 
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 Определение 2. Отображение  V: 𝑆𝑛−1 → 𝑆𝑛−1 

𝑉: 𝑥𝑘
′ =∑ 𝑝𝑖𝑗,𝑘

𝑛

𝑖,𝑗=1
 𝑥𝑖𝑥𝑗 ,                                             (1) 

где     

𝑝𝑖𝑗,𝑘  ≥  0 ,∑  𝑝𝑖𝑗,𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1,                                               (2) 

называется квадратичным  стохастическим оператором. 

 Определение 3. Квадратичный оператор (1), (2) назовем строго 

невольтерровским, если 𝑝𝑖𝑗,𝑘=0 при 𝑘 ∈  {𝑖, 𝑗}, 𝑖, 𝑗, 𝑘 =  1,2, . . . , 𝑛. 

Определение 4. Точка 𝑥 ∈ 𝑆𝑛−1 называется неподвижной точкой 

квадратичного  стохастического оператора 𝑉, если 𝑉(𝑥) = 𝑥. 

Линейные оператора в 𝑅3 имеет вид 

𝐴𝑥 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
)                                    (3) 

В работе (1) рассмотрен квадратичный стохастический оператор  

𝑉: 𝑆2 → 𝑆2, 

𝑉: 𝑥1 = 𝑥1
2 + 2𝑥2𝑥3 ;  𝑥2 = 𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3 ; 𝑥3 = 𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2. 

Доказано, что оператор 𝑉 имеет четыре неподвижные точки 𝑀1(1,0,0),  

  𝑀2(0,1,0),   𝑀3(0,0,1),   𝐶 (
1

3
,
1

3
,
1

3
). 

Пусть  𝐴 = ( 

𝛼 𝛽 1 − 𝛼 − 𝛽
1

3

1

3

1

3
1

3

1

3

1

3

). 

В данной работе мы рассмотрим суперпозиция операторов 𝐴  и 𝑉. 

Теорема. Оператор 𝐵 = 𝐴(𝑉(𝑥)) имеет единственную неподвижную точку 

C(
1

3
,
1

3
,
1

3
). 

Доказательство.  Нашем случае  𝐵 = 𝐴(𝑉(𝑥)) имеет вид  

𝐵 =

(

 
 

𝛼 𝛽 1 − 𝛼 − 𝛽
1

3

1

3

1

3
1

3

1

3

1

3 )

 
 
∙ (

𝑥1
2 + 2𝑥2𝑥3
𝑥2
2 + 2𝑥1𝑥3
𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2

) = 

(

 
 

𝛼(𝑥1
2 + 2𝑥2𝑥3) + 𝛽(𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3) + (1 − 𝛼 − 𝛽)(𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2) 

1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3) +
1

3
(𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3) +
1

3
(𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2)

1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3) +
1

3
(𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3) +
1

3
(𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) )

 
 
.         (4) 

http://www.newjournal.org/
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Найдем неподвижные точки оператора 𝐵 ( 𝐵(𝑥) = 𝑥) 

{
 
 

 
 
𝛼(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3) + 𝛽(𝑥2
2 + 2𝑥1𝑥3) + (1 − 𝛼 − 𝛽)(𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) = 𝑥1,
1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3) +
1

3
(𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3) +
1

3
(𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) = 𝑥2,

1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3) +
1

3
(𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3) +
1

3
(𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) = 𝑥3.

        (5) 

Из второго уравнение система (5), имеем 
1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3 + 𝑥2
2 + 2𝑥1𝑥3 + 𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) = 𝑥2  и 

𝑥1
2 + 2𝑥2𝑥3 + 𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥3 + 𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 = (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

2,  

Поэтому  
1

3
((𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

2) = 𝑥2.  

Так как     𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1,    𝑥2 =
1

3
 .  

Из третьей уравнение система (5), получим 

1

3
(𝑥1

2 + 2𝑥2𝑥3 + 𝑥2
2 + 2𝑥1𝑥3 + 𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2) = 𝑥3 

и 

1

3
((𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

2) = 𝑥3 ,   𝑥3 =
1

3
, 

так как  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1. 

Из первого уравнение система (5) 

𝛼 (𝑥1
2 +

2

9
) + 𝛽 (

1

9
+
2

3
𝑥1) + (1 − 𝛼 − 𝛽) (

1

9
+
2

3
𝑥1) = 𝑥1, 

𝛼𝑥1
2 +

2𝛼

9
+
𝛽

9
+
2𝛽

3
𝑥1 +

1

9
+
2

3
𝑥1 −

𝛼

9
−
2𝛼

3
𝑥1 −

𝛽

9
−
2𝛽

3
𝑥1 = 𝑥1, 

𝛼𝑥1
2 + (

2𝛽

3
−
2𝛼

3
−
2𝛽

3
− 1) 𝑥1 +

2𝛼

9
+
𝛽

9
+
1

9
−
𝛼

9
−
𝛽

9
= 0, 

𝛼𝑥1
2 − (

2𝛼

9
−
1

3
) 𝑥1 +

𝛼

9
+
1

9
= 0, 2𝑥1

2 − (
2𝛼

3
+
1

3
) 𝑥1 +

1

9
(𝛼 + 1) = 0, 

𝛼𝑥1
2 −

1

3
(2𝛼 + 1)𝑥1 +

1

9
(𝛼 + 1) = 0. 

Решение последнего уравнение 

𝑥1(1,2) =

1
3
(2𝛼 + 1) ± √(

1
3
(2𝛼 + 1))

2

− 4𝛼 ∙
1
9
(𝛼 + 1)

2𝛼
= 

=

1
3
(2𝛼 + 1) ± √

4
9𝛼

2 +
4𝛼
9 +

1
9 −

4
9𝛼

2 −
4𝛼
9

2𝛼
=

1
3
(2𝛼 + 1) ±

1
3

2𝛼
, 

𝑥1(1) =

1
3
(2𝛼 + 1) −

1
3

2𝛼
=

2𝛼
3 +

1
3 −

1
3

2𝛼
=
1

3
,  
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         𝑥1(2) =

1
3
(2𝛼 + 1) +

1
3

2𝛼
=

2𝛼
3 +

1
3 +

1
3

2𝛼
=

2𝛼
3 +

2
3

2𝛼
=
1

3
+
1

3𝛼
. 

Так как  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1, поэтому  𝑥1 =
1

3
. 

Теорема доказано.  
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