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Q—R" dagi chegaralangan 0Q chegaraga ega bo’lgan soha bo’lsin.
u=(u,U,,..,u,) orgali Q=Qx(0,T) da aniglangan u vektorni (vektor tezlikni)

belgilaymiz.
ou ou ou
—=u"={u,uy,...,u }=9—=4,...,— ¢,
ot U, } {at 8’[}
Du={Du,,..., Diun}:{%,...,%}, deb olamiz.
oX,  OX,

Au ={Au,,...,Au_}.
Nav'e — Stoks tenglamasi evolyusion holda quyidagi ko'rinishga ega:

gt—u— Au+> uDu=f-gradp (v>0), divu=0 (ya'ni ) Du,=0), chegaraviy

i=1 i=1

va boshlang’ich  shartlar quyidagicha: ( yani X da u =0, i=12,..,n),
u=0 X=00x(0,T)u(x,0)=u,(x) Q da (ya'ni XeQ da
u.(x,0)=u, (x), 1=12,...,n) Ushbu masala shundan iboratki, yugoridagi shartlarni
ganoatlantiruvchi u va p funksiyalar topilsin( p bu yerda o'zgarmas yig indi
anigligida topiladi).

Yugoridagi tenglama Koshi — Kovalevskaya tipidagi tenglama emas, chunki

tenglamada 2—? hosila ganashmayapti.Endi biz masalaning kuchsiz yechimi yoki

turbulent yechimi tushunchasini aniglaymiz. Buning uchun bizga quyidagi
belgilashlar kerak boladi:
u=0 X=0Qx(0,T) da (yani X da u =0, i=12,..,n), u(x,0)=u,(x) Q

da (yani xeQ da u(x0)=u,(x), i=12,..,n)
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Ushbu masala shundan iboratki, yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi u va
p funksiyalar topilsin( p bu yerda ozgarmas yig'indi anigligida topiladi).
Yuqoridagi tenglama Koshi — Kovalevskaya tipidagi tenglama emas, chunki

tenglamada g—f hosila gatnashmayapti. Endi biz yuqoridagi masalaning kuchsiz

yechimi yoki turbulent yechimi tushunchasini aniglaymiz. Buning uchun bizga
quyidagi belgilashlar kerak H°®(Q), s>0 fazolarni garaymiz ( bu yerda s butun

ham butun bo’lImagan son ham bo’lishi mumkin). (H*(Q))" fazoda skalyar

ko paytmani quyidagicha olamiz: ((u,v)), —Z(ui,vi)Hs(Q)

i=1
W, =V ni (H°(Q))" dagi yopilmasi, ||u||3:((u,u))s%. Xususan, W, =W, [Jul, =|ul
deb olamiz. U holda agarda s>1 bo'lsa, W,cW —H . Bu fazolarning har biri
keyingisiga zich. H fazoni uning qo shmasi bilan tenglashtirib olamiz: H'=H. Biz
H ustida W'W, larni ham tenglashtirib olishimiz mumkin  edi. Demak,

W,cWcHcW W, . W' fazo (W, ham) D'(Q2)" fazoning faktor fazosi bo’ladi.

Agar veW, bo'lsa, u holda v, e H; () va demak, s>% da 0Q dav, =0
bo’ladi.Shunday qilib, yugoridagi shartlarni deyarli barcha t IardaW da yotish sharti

deb tushunish mumkin. Endia(u,v) = ZJ' ‘ dx u,veWw,

i, J—lg |
b(u,v,w) = Zjuk(Dkvi)Widx deb olamiz. Bu u,v,w vektorlar uchun mos integrallar
i,j=10
yaqinlashadi; bu sababli quyidagi lemmani keltiramiz.
Lemma. Uch chizigli forma u,v,w—b(u,v,w) W xW xW n(L,(2))") da
uzluksiz.
Isboti. Hagigatan ham, agar ueW bo'lsa, u holda u, e H;(©2) va demak,

Cobolev teoremasiga ko'ra u; € L (), %:%— (n=2 da q chekli va ixtiyoriy)

S |-

.Oson ko'rish mumkinki, (fu, (D, )wdx|<[u,], ., [DY] (.
Q
Shunday qilib, ((L,(€2)"xW x(L,(Q))" da uzluksiz ekanligi ishotlandi.
Masalan ,nN=2 da quyidagi baholashni olamiz
Iuk (Dv;)widx| < ||uk||L4(Q) [Dv ||L2(Q) [w, ||L4(Q)
Q
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1-masala. Ushbu f eL,(0,T;(H*(Q2))"; u,eH funksiyalar berilgan bo'lsin.
gt—u— AU + Zui Du=f-gradp (v>0), tenglamani u(0)=u, boshlang’ich
i=1

shartni ganoatlantiruvchi hamda peD'(Q), ueL,(0,T;W)nL_(0,T;H) bo'lgan u
va p funksiyalar topilsin.

Eslatma. yugoridagi shartdagi u ni L_(0,T;H) yotishi suniy ko rinishi mumkin,
hagigatan ham u masalani qo yilishiga muhim rol o’ynamaydi; ammo biz yechimni
mavjudligini ushbu sinfda isbotlaymiz. Shunday qilib, eslatmada aytilgan ediki
uelL,(0,T;W) shart gaysidir ma'noda yuqoridagi shartlarni o'z ichiga oladi.W
fazoga ikki xil ta'rif berish mumkin:

birinchi ta’r:W =V ni (H'(Q))" da yopilmasi ;

ikkinchi ta'rif:W ={v:v e (H;(Q2))", div v=0}.

Bu ta'riflar ekvivalent. Hagigatan ham, ikkinchi ta'rifdagi fazoni W
orqali belgilaymiz. Tushunarliki, W cW;. W cW ham ekanligini ko rsatamiz.

L -W dagi uzluksiz chizigli forma hamda W da nolga teng bo'lsin; Xan-Banax
teoremasiga ko'ra L ni (yagona ko'rinishda emas) quyidagi ko rinishda ifodalash

mumkin:L(v):Z(Li,vi), L. e H*(Q). Shunday qilib L W da nolga teng, u holda

i=1
albatta V da ham, u holda de Ram ning qo'shmalik hagidagi teoremasiga ko'ra :

Li:S—S, S=D’'(€2). Ammo ko'rsatish mumkinki, u holda SeL,(Q2) va bu
X

shartlarda L(v)=2(2—s,v
i=1

chigadi. Eslatma. 1-masala aniq ta riflanishiga garamasdan bitta ikki ma'noli fikr bor:

bizda u" va p ga nisbatan hech ganday ma’lumot mavjud emas, fagat Q da

i]:—(S,divv):o vveW. Bundan esa W cW  kelib

u'+grad p=vAu+ ZuiDiu + f (v>0) munosabat mavjud, bundan shartni ma nosi
i=1

yo'qg. Agar biz ¢V deb olsak, u holda (grad p,p)=0 (D'(0,T)da)m va
quyidagi tenglikka keladi (u’,@)=-va(u,p)—b(u,u,@)+(f,p) . Qiyinchiliksiz
ko'rish  mumkinki, b(u,u,®)=-b(u,e,u), shunday qgilib, ushbu munosabatga
ekvivalent (u',p) =—va(u,p)+b(u,p,u) +(f,)

X-=V ni W"(Q)" dagi yopilmasi bo'lsin, u holda

n
b(u, p.u)[< C1||U||(Lq(n»“ i;”Di(PJ’ ”Ln/ e Jull*llel
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bo'ladi va demak, b(u,p,u)=(g,9), |g]<c|u|’,bu yerdan, geL(0,T;X".
u'eL,(0,T;V)+L(0,T;X") kelib chigadi. Shunday gilib,quyida ma'noga ega
(masalan, X' da) Quyida biz bu barchasini aniglashtiramiz, ko'ramizki, n=2 da
yugorida ko'rsatilgan interpretatsiya (talgin) juda soddalashadi.

Eslatma 1-masalani tabiiy ravishda boshgacha ta'riflashga imkon beradi.

2-masala. f €L,(0,T;W’), u,eH ifoda bilan ustma-ust tushadi). Shunday u

funksiya qidiriladiki, ueL,(0,T;W)nL_(0,T;H) ifoda bilan ustma-ust tushadi.
(u',v)+va(u,v)+b(u,uv)=(f,v) weWn(L, ()", u@)=u,. 2.3.-eslatma.
(2.1.31) shart 2.2.-esatmadagi kabi talgin qilinadi; 1-lemma b(u,u,v) formaga
ma'no berish uchun foydalaniladi.

Eslatma. Yuqorida keltirilgan ikkita ta'rifni (formulirovkani) ekvivalent
ekanligini isbotlaymiz. Agar u— 1-masalaning yechimi bo’lsa, u holda barcha ¢ €V

lar uchun bajariladi. Bu yerdan W n L, (Q2))" da limitga o'tib quyidagini hosil
gilamiz; shunday qilib, u 2-masalaning yechimi ekan.
Aksincha, u— 2-masalaning ya ni tenglamaning yechimi bo’lsin, u holda agar

biz u’—vAu+ZuiDiu—f=S, deb olsak, u holda S (D'(2)" da yotadi va

i=1
(D'(0,T))" da VoeV  uchun (S,9)=0 Bu yerdan,
S=—gradp, peD'(Q) kelib chigadi.

Quyida ushbu natijalar isbotlanadi. 2.1-teorema. 2-masalaning u yechimi
mavjud (chekli ixtiyoriy T >0 da ). Bu masalaning yechimini yagonaligi esa ochiq
goladi; shu sababli quyidagi teorema isbotlanadi.2.2-teorema. Agar o'Ilchov n=2
bo’lsa, u holda 2-masala yagona yechimga ega.Bulardan tashqari quyidagi teorema
ham isbotlanadi.2.3-teorema.Agar o' chov n=2 bo’'lsa, u holda 2-masala yechimini
nol o’Ichovli to'plamda to"grilash orgali [0,T]— H funksiya kabi uzluksiz bo’ladi;
bunda H da t — 0 da u(t) - u, bo ladi.

Fazoning o'lchovi n=2 bo'lsin. Qo'yilgan masala yechimini yagonaligini
isbotlaylik.

Bizga bir nechta lemmalar kerak boladi.

Lemma Agar n=2bolsa, u holda shunday c(2) o'zgarmas mavjudki,

YWeH (Q) uchun ||v||L4(Q)SC(Q)||V||Hy§(Q)||v||ZZ(Q) bo'ladi. Ishoti. munosabatni

v e D(€) uchun isbotlash etarli; v ni Q dan tashgarida nol gilib davom ettiramiz va
tengsizlik quyidagi tengsizlikdan kelib chigadi:

L, (R?)

2 % %
||v||L4(R2)s2}/2||v||% (Z_;‘”Div”iz(RZJ . Biz ushbu vz(x)=2.[v(Div)dxi tenglikdan
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quyidagi munosabatlarni hosil gilamiz: Bu yerda

v (X,) = J'|v||Dlv|dx1 va V,(x)= j v||D,v|dx, . Demak,

J-VA(X)dX - 4IV1(X2)dX2_[V2(X1)dX1 < 4||V||L2(R2) ||D1V||L2(R2) ||V||L2(R2) ||D2V||L2(R2) '
R? R R

Bu yerdan xususan, yuqoridagi kelib chigadi.
Lemma. Agar n=2 va ueL,(0,T;W)nL_(0,T;H) bollsa, u holda

2
D uDueL,(0,T;wW).
i=1

Isboti. Agar @eW (|g|-W dagi norma) bo’lsa, u holda

2

2
ZuiDiu,goj = —(ZuiDigo,uj. Bu yerdan
i=1

i=1

<, Ju®lu®).

\W'

2 2
[ S0000 | <6 oo ol <l va S 0000

bundan kelib chiqadi, chunki t — |u(t)| funksiya L,(0,T) da yotadi, t — |u(t)|
funksiya esa L (0,T) da yotadi. n=2 da u'eL,(0,T;W’) kelib chigadi; shunday
gilib, quyidagi teorema isbotlandi.

2.4-teorema.2-masalaning  ixtiyoriy yechimi uchun n=2 da quyidagi
munosabat o'rinli:u’eL,(0,T;W’). 2.3-teorema ueL,(0,T;W), va izlar haqidagi
teoremalardan (Lions — Madjenes [1], 1-bob) kelib chigadi. 2.2-teoremaning isboti.
u va u* ikkita yechim va w=u-u>* bo'lsin. U holda YveW ( shunday qilib
W < (L,(€2))?!) uchun (W,v) +va(w,V) +b(w,u,v) +b(u,w,v) —b(w,w,v) =0). bizga
ma lumki, w eL,(0,T;W’) , u holda v=w(t) deb olishimiz mumkin va t bo'yicha
integrallab, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

t t
%|W(t)|2 +v j a(w,w)do + j [b(w,u,w) +b(u,w,w) —b(w,w,w)]do=0.  Ammo
0 0
b(u,w,w)=0, b(w,w,w)=0 .U holda quyidagi ko'rinishda keladi:

T t
%|W(t)|2 +vf||w(c7)||2da:—jb(w,u,w)da. Bu yerdan
0 0

jb(w,u,w)da

< G [[W(O)| i i (@) do <, [ (o) [w()Ju(o)|do <

<v[w(@)| do +cs [|w(o)[ Jue)] do.
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t
w(t)|" < 2¢ [Ju(o)| w(o)[ do, bu yerdan w=0 kelib chigadi.
0
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