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Annotasiya: Ushbu maqolada bir nechta anigmaslikka ega bo‘lgan funksiyalar
limitini Lopital teoremasini qo‘llagan holda hisoblash usullari keltirilgan.
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Lopital goidasi
Oliy matematika sohasida matematik qoida ya’ni Lopital teoremasi (ya’ni
Lopital qoidasi desak ham o‘rinli bo‘ladi; bundan keyin shunday ishlatamiz)
anigmaslikka ega bo‘lgan ba’zi funksiyalarning limitini hosila yordamida hisoblash
qoidasi bo‘lib, ushbu teorema Giyom Lopital tomonidan 1696-yilda ,,Analyse des
Infiniment Petits** darsligida nashr etilgan. ([1])
Funksiyalar limitlarini hisoblayotganda quyidagi ko‘rinishdagi anigmasliklar

yuzaga kelishi mumkin: 9 2. 0., o—0, 17, 0°, o, Ko‘pincha x—>a da ()
0 o g(x)
nisbatning limitini topishga garaganda ) nisbatning limitini topish oson bo‘ladi.

9'(x)
Bu nisbatlar limitlarinng tengligini  Lopital qoidalari deb nomlanuvchi ushbu
teoramalar ko‘rsatadi. ([2])
1-Teorema. (a, b) intervalda aniglangan, uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar
uchun quyidagi shartlar bajarilgan bo‘lsin:
1) Ixii? f(x)=0, Iximg(x):o;

2) Vxe(a,b) dachekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x)=0;
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3) Iim ; 83 —Kk (k- chekli yoki cheksiz). U holda
X o F(X)
lim—=-=lim— -~ =k
X—a g(X) X—a g (X)

o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. « f(x) va g(x) funksiyalarning x=a nuqgtada giymatlari nolga teng,
ya’'ni

f(a)=0, g(a)=0 1)
deb olsak, natijada
Ixii‘g f(x)=0= f(a), IXiLTa] g(x)=0=g(a)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b) oraliqda uzluksiz bo‘ladi.
Vvx e (a, b) nugta olib, [a, x] segmentda f(x) va g(x) funksiyalarni gqaraymiz. Bu
segmentda f(x) va g(x) funksiyalar Koshi teoremasining sartlarini ganoatlantiradi.
Koshi teoremasiga ko‘ra a bilan x orasida shunday c (a <c <x) nuqta topiladiki, ushbu

f(x)-f(a) _ f'(c)
g(x)-g(@ d'(c)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa (1) ga ko‘ra

101
g(x) dg'(c)
bo‘lishi kelib chigadi. Ravshanki, X —a da ¢c—a. Demak,

o FO) e F(0)
lim—=—==lim— -2 =k >
X—a g(x) c—a g (C)
1-misol. Ushbu
lim fgx -1

I 2sin®x—1

limitni hisoblang. ([3])

< f(x)=3tgx-1, g(x)=2sin*x-1 funksiyalari uchun 1-teoremaning barcha
shartlari bajariladi:

. _ L 3 _ _
)i f(x)—X@Z[JtsTx 1]=o0,

lim_g(x)= lim 25in2x—1 =0;
X_’Zg() X_’Z( )
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2) f'(x)= sec’X, g'(x)=4sinxcosx, g'(x)=0;

1
33/tg?x
1 sec?x
3 2
3) lim L0 _ jiy QXD Se’x 1

-z g'(X) X+(Zsm X-1)' .7 4sinxcosx 3

Demak,

sec? x

1
' 2
nE0) i Qlex-y o Sex 1 >

Xt g'(x) H,(23|n x-1)' . 4sinxcosx 3
2-Teorema. (c, +o0) intervalda aniglangan, uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar
uchun quyidagi shartlar bajarilgan bo‘lsin:
1) lim f(x)=0, limg(x)=0;
2) Vxe(c, +) dachekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) #0;

3) lim gxg k (k- chekli yoki cheksiz)

U holda

00 _jim 100
900 Mgt "

o‘rinli bo‘ladi.
4a>0deb, t= 1 deymiz. Unda t € (0, g) bo‘lib, X—>+ da t — +0. Endi
X

F(t) va G(t) funksiyalarni quyidagicha
FO =G, GM®=9@)

aniglaymiz. Unda
t—>+0da F(t) >0, G(t)—0;

Fit) = £/Q)- (—tiz), G't)=g'()- (—tiz);

FO_T0

= (t —>+0)
G't) 9@
bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra, t — +0 da
F(t)
G
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa
lim ) _ g
x>+ g(X)
bo‘lishi kelib chigadi »
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2-misol. Ushbu

1

ex* —1
lim
x—>+2 2arctgx? — 7

limitni hisoblang. ([2])

«4Agar f(x)= e? -1, g(x) = 2arctgx? — z deyilsa, ular uchun 2-teoremaning

barcha shartlari bajariladi, jumladan
1

2 4x
f' X :__eX ’ ,X =
& x° 9'x) 1+ x*
bo‘lib,
1
£/ - 28 4
lim L) _ iy X i X1
o gl(x) o 4X oo 2% 2
1+ x4

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra
1

tim £ _ iy £OO_ €21 L
x>+ g'(X)  xot0 g(X)  xoteo 2arcth2 - 2
bo‘ladi.
Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash
isbotlanadi.

3-Teorema. (a, b) intervalda f(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi

shartlar bajarilgan bo‘lIsin:

1) Ixin; f(X) =00, IXing(x):oo;
2) (a,b) dachekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x)=0;
3) 1im-— %) _k (k- chekli yoki cheksiz). U holda

(%)
&) i ' X)
M00 Mg K

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

4-Teorema. (c, +o0) intervalda chekli f(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi

shartlar bajarilgan bo‘lsin:
1) lim f(x)=o0, limg(x)=

2) (c, +) dachekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x)#0;
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- f'(x) - .
3) lim—=2=k (k- chekli yoki cheksiz
X—>+0 g (X) ( y )

U holda

. F() i F'(X)
lim—=2=lim——% =k
X—>+00 g(x) X—>+00 g (X)
o‘rinli bo‘ladi.
3-misol. Ushbu

limitni hisoblang. ([3])

4 f(x)=Inx, g(x)=x° funksiyalari uchun 4-teoremaning barcha shartlari
bajariladi:
D lim f (x)=lim (InX) = oo,
lim g(x) =lim (x*) = o0;
2 10=1, gW=ox,  gO)#0
1
lim—2_-=0

PR

3) tim F 00 _ jiy ANX)_
x>0 (X) X—>+o0 (X ) x40 X

Demak,
1
m 00 _ i A0X_ iy x
x—+o (X) X—>400 (X ) x—>+0 X

=0 >

1

20, 0.0, w—o0, 1°, 0°  Kko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-dagi

anigmasliklar 0’ 2 hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.
o0

1) Ixirg f(x)=0, Ixingg(x) = bo‘lganda f(x)-g(x) ifoda 0-o ko‘rinishdagi

anigmaslik bo‘lib, funksiyaning limitini topish uchun uni

_ ) _ 9(x)
9(x) f(x)
deb, so‘ng 1- yoki 2-teoremalar qo‘llaniladi.
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Shuningdek, Ixirgf(x):+oo, IXirralg(x)=+oo bo‘lganda  f(X)—g(X)

f(x)-g(x) ifoda co—oo ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘lib funksiyaning limitini topish
uchun uni

B
(0 -goo = 901
) g

deb, so‘ng 1-teorema qo‘llaniladi.
3) x—»>a da f(x) >0, g(x) >0 hamda x—a da f(x)>1 g(x) > +w

bo‘lganda (f(x))g(x) funksiyaning limitini topish uchun avvalo

y = (f ()¢
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.
3-misol. Ushbu

1

. (sinx\x2
lim| ——
x—0 X

limit hisoblansin.

1
w2

<Avvalo y=|in3(arcs'nx)x deb olamiz. Ravshanki, x —» 0 da
X—> X
F0=TX L1 )= 40
X X
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
n arcsin x (In arcsin xj
liminy = lim —X— = lim~——~ 2 -
x—0 x—0 X x—0 2
()
1
. arcsin x . «/1—x2 1
:lln;l - _ 2:I|rr(} TP o =
20 2(2-3x?)arcsin X+ 2xy1-x* 20 g5 oo 2(2-3X) L, e 2X 6
V1-x2 19
1-14+ =% arcsin x
_lim Xx—~/1-x’ arcsinx _ lim 1 X2 _
B X—> 2 2 5 B X—> 3 B
" 2x*N1-x" arcsinx (4x/1- X2 —ZLZ)arcsinx+2x2
1-x
1
i 2
lim : arc?mx _—iim 1;x : _1
=0 2(2 - 3x2)arcsin x + 2xy1- x>  *> _12xarcsin+ 22-3X) 5 [y 2% 6
N 1-x
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1

Demak, Iim(aminxsz:% >

x—0 X
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