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Annotatsiya. Ushbu maqolada umumlashgan Hardi tengsizligining yadrosi
{K(n,m)} to‘rtinchi darajali ko‘phad korinishida bo‘lgan holda tengsizlik o‘rinli
bo‘ladigan ekvivalent shartlar ko‘rsatilgan va tengsizlikning eng yaxshi konstantasi
uchun quyi va yugori baholar olingan.

Kalit so‘zlar: Umumlashgan Hardi tengsizligi, yadro, ketma-ketlik, normaning
uchburchak tengsizligi

HEKOTOPBIE PE3YJIBTATBI OTHOCHUTEJIBHO
OBOBIIEHHOI'O HEPABEHCTBA XAPAU

AHHOTauMsA. B 3Toii cTaThe MOKa3aHBl SKBUBAJICHTHBIC YCIOBHUS,IIPH KOTOPBIX
HEPaBEHCTBO OYAET YMECTHBIM, €CIU SApO OOOOIIEHHOTO HEPAaBEHCTBA Xapau
{K(n,m)} npencraBieHo B BHMJE MHOIOYIEHAa YETBEPTOM CTEIEHH M IOIYYEHBI
HUKHUE M BBICIIIAE OIICHKHU TS JIydIliel KOHCTAHThI HEPABCHCTRA.

KawueBbie cjoBa: OO000mIeHHOe HEPaBEHCTBO Xapaw, 3€JIICHOE SO,
MOCJICIOBATEIFHOCTD, TPEYTOJIbHOE HEPABEHCTBO HOPMBI

SOME RESULTS REGARDING GENERALIZED HARDY INEQUALITY

Annotation. This paper shows equivalent conditions under which the inequality
will be appropriate if the kernel of the generalized Hardy inequality {K(n,m)} is
represented as a polynomial of the fourth degree and lower and higher bounds for the
best inequality constant are obtained.

Key words: Generalized Hardy inequality, green kernel, sequence, triangular
norm inequality
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1925 yilda Buyuk Britaniya olimi G.Hardi ushbu ko‘rinishdagi
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tengsizlik ixtiyoriy no‘manfiy {x,,}m=; ketma-ketlik uchun o‘rinli ekanligini

p
ko‘rsatdi. Bu yerda p > 1 haqiqgiy son, (ﬁ) son esa tengsizlikning eng yaxshi

konstantasi, ya’ni tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan eng kichik konstanta. Yuqoridagi
tengsizlik tengsizliklar nazariyasi oid kitoblarda diskret Hardi tengsizligi deb
yuritiladi.

O‘tgan asrning o‘rtalariga kelib bu tengsizlikning turli umulashmalari paydo
bo‘ldi. Bunga oid natijalar, masalan A.Kufner, L.Maligranda va L-E Personlarning [2]
kitobida ham batafsil keltirilgan. Barcha umulashgan tengsizliklarni quyidagi
ko‘rinishda tasvirlash mumkin:

1 1
0 n q q (o) 5
Z z Kn,m)x,| u, | <C- <2|xn|pvn> : (1.1)

(1.1) tengsizlik Umumlashgan Hardi tengsizligi deyiladi, bunda {K(n,m)}
tengsizlikning yadrosi, hamda {u,}, {v,}lar vazn ketma-ketliklari deyiladi, ya’ni
nomanfiy ketma-ketlik. Shu vagtgacha, yuqgoridagi tengsizliklar o‘rganilgan ishlarda
asosan tengsizlik o‘rinli bo‘lishini taminlaydigan shartlar topishga katta etibor
garatilgan. Bunda, tengsizlik yadrosi ma’lum bir shartlarni ganoatlantirishi talab
etilgan, masalan yadro Oynarov yadrosi bo‘lishi va shunga oxshash. Umuman olganda
agar yadro oddiy ko‘phad ko‘rinishda bo‘ganda ham yuqoridagi natijalardan
foydalanishning iloji yuq.

Ushbu ishda yadro to‘rtinchi darajali ko‘phad bo‘lgan holda (1.1) tengsizlik
o‘rinli bo‘lishi uchun zarur va yetarli shartlar olingan. Ishning ikkinchi paragrafida
asosiy natijalar keltirilgan, bu natijalarning isboti keyongi paragrafda keltirilgan.

2-§. Asosiy natijalar

Ma’lumki, {K(n,m)} ikki o‘garuvchili ko‘phadning umumiy ko‘rinishi

quyidagicha bo‘ladi:
L r
K(n,m) = Z Z aijnimj,
i=0 j=0
bunda [ va r lar no‘manfiy butun sonlardir. Hususiy holda:
Agar bu yerda [ = r = 0 bo‘lsa, u holda yadro K(n, m) = a,, bo‘ladi. Bu holda

(1.1) tengsizlik ushbu ko‘rinishga ega bo‘lib
1

= 1
co n p D C 00 )
z Xm| un | < : zlxnlpvn : (1.2)
|aoo|
n=11Im=1 n=1

Bu tengsizlik oldindan yaxshi o‘rganilgan bo‘lib uning bajarilishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi yetarli va zarurdir [4], [2]:
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n p—-1 co
A= sup (z v,%l_p’) : (z um> < oo,
nenN
m=1 m=n
Bundan tashgari tengsizlik konstantasi uchun
i 1
A< < pp(p')P' A
lagol

Biz bu ishda [ = 1 var = 3 bo‘lgan holni, ya’ni yadroning ko‘rinishi
K(n,m) = agg + ajom + ag,m? + agsm?® + a;gn + ay;ynm + a;;nm? + a;3nm3
bo‘lganda (1.1) tengsizlik o‘rganamiz. Bunday holda (1.1) ushbu ko‘rinishga ega

bo‘ladi:

n=1

n

Z (age + ajom + agom? + agsm3 + a on + a;,nm + a,,nm?

m=1
1
p p

+ a;3m?) x| Uy

o 1
p
<C- (lenlpvn> : (1.3)
n=1
Quyida bizlar shu tengsizlikni yadroni turli hollariga ajratib o‘rganamiz:
1-hol. Faraz qilaylik yadro quyidagi xossaga ega bo‘lsin, ya’ni shunday
Ay, A4, By, By, By sonlar mavjudk bo‘lIsinki ushbu tenglik
Ago + A1oMm + agym? + agsm> + ajon + a;;nm + a;,nm? + a;3m3
= (4o + Ayn)(By + Bym + B,m? + Bym3)

barcha n va mlarda o‘rinli bo‘lsin. Bundan ushbu bog’lanishni hosil gilamiz:

(AoBo = ayo
AygB1 = apq
ApB, = ap;
) AyB3; = ag3
A1By = aq¢’
A1By = aq,
A1B; = aqy
\A1B3 = a3

ya’'ni

Qoo - Qo1 Qo2 - Qo3
U holda (1.3) tengsizlik ushbu ko‘rinishga ega bo‘ladi
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1
n (2 p
(4g + A1n)(By + Bym + B,m? + Bym®)x,,,| uy,
1

1
i P

<C- <z|xn|pvn) . (1.4
n=1

Endi bu yerda y,, = (By + Bym + Bym? + Bym?3) - x,,, U, = (Ag + A1n) - v,

co
n=1

m=

va
Uy = Uy |Bg + Bym + Bym? + Bym3|™P deb belgilashlar kiritsak (1.4) tengsizlik
quyidagi ko‘rinishni oladi:

1 1
p p =

°° p
i, | < c-(anlpﬁn) . (1.5)

=1

(00

2.

n=1
Demak bu holda (1.3) tengsizligimiz (1.2) ko‘rinishga o‘tar ekan.
Shunday qilib, quyidagi natijani hosil gildik:
1.1-teorema. Faraz qilaylik (1.2) tengsizlikdagi yadro uchun
Q10 Q11 Q12 a3

n

3

m=1

Qoo B Qo1 B o2 B o3
shart ganoatlantirsin. U holda bu tengsizlik o ‘rinli bo ‘lishi uchun

n p—-1 oo
A= sup (Z |By + Bym + B,m? + B3m3|p'v,1n_p> - (Z |4y + Aym| -um>
n m=1

m=n

< 00
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. Bundan tashqari, tengsizlikning eng

yaxshi konstantasi quyidagicha baholanadi
i 1
A< C <pr(p)r'A.
Endi quyida bizlar, (1.3) dagi yadro koeffisientlari ixtiyoriy bo‘lgan holda
garaymiz.
1. 2-teorema. (1.3) tengsizlik o ‘rinli bo ‘lishi uchun

n p-1 o0
A=su la,o + a;am + a;,m? + agam3|P' v P - mPu,, | < oo
= 123 10 11 12 13 m m
ne
m=1

m=n
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

3-§. Natijalarning isbotlari
Isbot. [7] (Yetarliligi) (1.3)ning chap tomonini normaning uchburchak
tengsizligidan foydalanib quyidagicha
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z (agy + agym + aozm + a03m + aon +aynm + alznm

n=1 =
1
P P
3
+ a;snm?) x| u,
1
o0 p 14
< zz(a + agym + agym? + agam3) x,,,| u
= 00 T Qo1 02 03 m| Un
n=1Im=1
1
[o9) n p p
2 3
+ Z 2 n(a;p + a;ym+ a;om* + a;sm>) x| uy
n=1Im=1

baholash mumkin. Bu ko‘rsatadiki tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi uchun ushbu
tengsizliklarning har biri o‘rinli bo‘lishi yetarli ekan

1
1) n p 1%
z Z (ago + agim + agym? + agsm3) x,,| u,
n=1Im=1
1
s p
<C- <z|xn|pvn) (1.6)
n=1
1
n p 1%

z n(a;o + a;ym + a;,m? + a;sm?) x,,

m=1

Un

[0 0]
n=1

1

d P
<C- (lenlpvn> (1.7)

(1.6) va (1.7) tengsizliklarda mos ravishda y,, = (ago + a;;m + ag,m?)x,, va
Zy, = (a9 + ayym + a;,m?)x,, almashtirishlar  olsak u holda quyidagi

tengsizliklarni hosil gilamiz
1

n p
>

1Im=1

NgE

S e ﬁ

v
<c (Dl : (18)
<n=1 " age + agrm + agym? 4 agzm3|P
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i :

n=1

Zm| nPu,

=1

S|~

v
<C- E z,|P L 1.9
( 1| nl la;o + a;ym + a;,m? + a;sm3|P (1.9)
n=

=

(1.8) va (1.9) lar Hardining Kklassik tengsizligi ko‘rinishida bo‘lib bu tengsizlik
uchun yetarlishart Muckenhoupt tomonidan topilgan ([3-4] garang). O‘sha shartlardan
foydalanadigan bo‘lsak (1.6) va (1.7) ular uchun yetarlishartlar mos ravishda quyidagi

ko‘rinishni oladi
-1 oo
(&)<

m=n

n p
1—p1
Al = sup <z lage + agim + agym? + agsm3|P v P )
=

nenN

n p-1 oo
1—p1
A% = Sup< E laio + a;im + a;om? + a;zmB Py, P ) - ( E mpum) < oo,
nenN
m=1

m=n

Bu yerda ko‘rinadiki, agar A% chekli bo‘lsa u holda A* ham chekli bo‘ladi, sababi,
A? ning ikkinchi yigindi gatnashgan ifodasida go*shimcha mP had uchraydi, bu esa m
ning yetarlicha katta giymatlarida yig‘indi A uchraydigan huddi shunday yig‘indidan
ancha katta bo‘lishini ko‘rsatadi. Demak, (2.3) tengsizlik bajarilishi uchun 4% < o
shartning bajarilishi yetarli ekan. Bundan osongina teorema shartining yetarli ekanligi

kelib chigadi.

Zaruriyligi [7] Endi bizlar teorema shartining zarur ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz

gilaylik, (1.3) tengsizlik bajarilgan bo‘lsin. Umumiylikka zarar keltirmasdan a;, >

deyishimiz mumkin. U holda shunday n, € N son mavjudki

a,snm3
2

Ago + Ao M + agym? + agsm? + a;on + aynm + a;o,nm? + a;sm >

0

baho barcha n >n, va 1 <m < n larda o‘rinli bo‘ladi. (3.1.3) ning o‘rinli

ekanligidan ushbu tengsizlikning ham bajarilishi kelib chigadi

o n

2.

n=ngy

z (ago + agym + agym? + agsm® + agn + a; nm + a,;,nm?

m=1

1

1
P p o =
u, | <cC- <2|xn|pvn> :

n=1

+ a;3m3) x,,

Faraz gilaylik {x,,}m=o ketma-ketlikning boshlang‘ich n, ta hadi nolga teng

bo‘lsin. U holda yuqoridagi tengsizlik quyidagi ko‘rinishni oladi
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o n

Z Z (age + agym + agym? + agsm3 + a,gn + a;;nm + a,;,nm?

n=ng |[m=ngy
1 1
p P 0 )

+a;amDx,| u, | <C- z |, [PV,
n=ny
Demak, (1.3) tengsizlik o‘rinli bo‘lishidan shunday n, son mavjudligi va
yugoridagi tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigar ekan. Endi tengsizlikdagi ketma-
ketlikni xususiy holda musbat deb garaylik. U holda yugoridagi tengsizlikning chap
tomonini quyidagicha baholash mumkin

o n

z Z (agy + agym + agym? + agsm3 + ajon + a;y,nm + a;;nm?
n=ng \m=ngy
1 1
p p 00 n p p

a3
+ a;3m3) x| u, 27 Z an3xm U,

n=ng m=ng

Demak, (3.1.3) o‘rinli bo‘lsa u holda

p

=
S|

oo n 5 [ee]
2C
3 ) 14
nm’x, | u, | < 56 W
= = 13 \ =
n=ng \m=ny n=ngy

ham musbat ketma-ketliklar uchun o‘rinli bo‘lishi kelib chigar ekan. Bu yerda
Ym = m?x,, deb almashtirish olsak, u holda

1 1
oo n p p oo )
» 2C » Un
Ym n"uy < ) Yn )
aq3 n
n=ny m=ny n=ny

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bunda, y, = X[n,n,] (n)np'v,i_p’ deb tanlab
yugoridagi tengsizlikning chap va o°ng tomonlariga qo‘ysak ushbularni hosil gilamiz

1o9) 7 ny 14 ni p
—- Vn—| =—" n? vy, — I =— % n? v, ,
ais np a3 n? a3
n=ny n=ny n=ny
1 1
0 n p p 0 n p 1%
_ PN=p!
Z z Ym | nPu, | = Z X[ngmn,) (MIMP vy nPu, | =
n=ng m=ng n=ng m=ng
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\%
M
M

3

S

5

hd\

S

K

<

I 1—p’
= anun zmpvmp :

n=n, m=ny

Demak, yuqoridagi tengsizlikdan quyidagi baho kelib chigdi

1

1
0 p/ m ny P
1| 2C o
nPu, mP v, < —: nP v,
= = 13 \ &
n=nq m=ngy n=ny
va
1 1
1o9) 14 ni p’
7 1_p/ ZC
nPu, mP v, <—
— - a3
n=nq m=ny
Bunda n; ning ixtiyoriyligidan
n p_l (%9
3 — ', 1-p! .
A® = sup Z mP v, <2 mpum><oo
nZnO
m=n, m=n

ni hosil gilamiz. Endi A < C; + C,A3 ekanligini ko‘rsatsak zaruriylik isbot
bo‘ladi. A3 < oo ekanligidan, ixtiyoriy n € N uchun

(0]
Z mPu,, < oo
m=n

bo‘lishi kelib chigadi. Bundan tashgari Ani ushbu ko‘rinishda yozamiz

n p-1 oo
A? = sup (Z mP P ) - (2 mpum> <
n=1

m=1 m=n

n p-1 (e
r1—
< sup Z mP v, V' - Z mPu,,
nZTLO

m=1
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Bulardan ko‘rinadiki ikkinchi yig‘indi chekli ekan, chunki ikkinchi yig‘indidagi
birinchi gavslarda cheklita hadlarning yig‘indisidan iborat. Shuning uchun birinchi

yig‘indi bilan bahoni davom ettiramiz:
. (2 mpum) <

n b
I 1-p'
sup z mP v, P
nzng m=n

m=1
p-1

no n (00]
1= r1—
< sup zmpvmp'+ z mP v, V' . Zmpum
nzno m=1 m=n m=n
= gl =
(e 0]
(2w

p-1 n
p-1 E ' 1D r1-p’
< 2P7" sup mP v, = mP v,

m=1 m=ng

-1

p—-1

- -1
ng p-1 2

/ o
< 2r-1 ksup Z mp'v,}{p’ : <Z mpum> + sup z mp’vrln_p,
nzang nzng
= m=n
- (Z mpum)).

m=n

Ohirgi ifodalarning ikkalasi ham chekli, sababi, bunda ham birinchi yig‘indining
birinchi gavsdagi hadlar cheklita, ikkinchi yig‘indining chekliligi ko‘rsatilgan edi.
Teorema to‘liq isbot bo‘ldi.
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