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                          𝑥(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑥(𝑡) = 0,                                  

  

где t∈ 𝑅 = (−∞, +∞), 𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … 𝑛, - известные функции переменной t  

( 𝑎𝑛(𝑡) ≠ 0, 𝑡 ∈ 𝑅), 𝑥(𝑡) − неизвестная функция. 

В настоящей работе изучается вопросы построение общего решения 

одного класса разностных уравнений следующего вида  

                          𝑥(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑥(𝑡) = 0,        (1) 

где t∈ 𝑅 = (−∞, +∞), 𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … 𝑛, - известные функции переменной t  

( 𝑎𝑛(𝑡) ≠ 0, 𝑡 ∈ 𝑅), 𝑥(𝑡) − неизвестная функция. 
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Непрерывная функция 𝑥(𝑡) называется непрерывным решением 

уравнения (1) , если она  обращает это уравнение в тождество. Из (1) 

непосредственно вытекает, что решение уравнения (1) должно быть 

определено на интервале длиной не мене n [1]. 

 Построить явное выражение общего решения уравнения (1) можно лишь 

в отдельных случаях. Однако имеются методы, позволяющие построить 

частные решения таких уравнений. 

Одним из наиболее эффективных среди них является метод шагов 

(последовательного интегрирования). 

 Суть его заключается в следующим. Если, например, функции  𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 =

1, … 𝑛, являются непрерывными при 𝑡 ≥ 𝑡0 , то полагая 𝑥(𝑡) = 𝜑0(𝑡) при 𝑡 ∈

[𝑡0, 𝑡0 + 1] , 𝑥(𝑡 + 1) = 𝜑1(𝑡) , … ,𝑥(𝑡 + 𝑛 + 1) = 𝜑𝑛−1(𝑡), где функции 

𝜑𝑖(𝑡), 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1, являются заданными , непрерывными при 𝑡 ∈ [𝑡0 , 𝑡0 +

1] и 𝜑0(𝑡0 + 1) = 𝜑1(𝑡0), 𝜑1(𝑡0 + 1) = 𝜑2(𝑡0) , … , 𝜑𝑛−2(𝑡0 + 1) = 

= 𝜑𝑛−1(𝑡0), мы получим из (1) значение 𝑥(𝑡 + 𝑛). Именно,  

 

                                𝑥(𝑡 + 𝑛) = −𝑎1(𝑡)𝜑𝑛−1(𝑡) − ⋯ − 𝑎𝑛(𝑡)𝜑0(𝑡). 

   

Подставляя в (1) 𝑡 + 1 вместо 𝑡 и используя найденные  значения 

𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 + 1), … , 𝑥(𝑡 + 𝑛)  мы сможем определить x(t + n + 1)  и т.д. При 

этом, если мы хотим построить непрерывное решение, то должны 

потребовать выполнения условия 

 

                         𝜑𝑛−1(𝑡0 + 1) = −𝑎1(𝑡0)𝜑𝑛−1(𝑡0) − ⋯ − 𝑎𝑛(𝑡0)𝜑0(𝑡0). 

 

Приведем несколько общих утверждений, касающихся структуры 

множество решений уравнения (1). 

Теорема 1. Если 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑚(𝑡) − частные решения уравнения (1) , 

то 

 𝑥(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)𝑚
𝑖=1 , где 𝜔𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑚,  - произвольные 1 – 

периодические функции, также являются его решением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, поскольку 

 

𝑥(𝑡 + 𝑘) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡 + 𝑘)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑘) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑘) ,   𝑘 = 0,1, … , 𝑛,

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 

 

то 
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∑ 𝜔𝑖(𝑡)

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡) ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡) ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) =

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 

= ∑ 𝜔𝑖(𝑡)[𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑖(𝑡

𝑚

𝑖=1

)]. 

В силу того , что 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑚, являются решениями уравнения (1) 

имеем 

𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) ≡ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚, 

и, следовательно,  

∑ 𝜔𝑖(𝑡)[𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥𝑖(𝑡 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)]

𝑚

𝑖=1

≡ 0. 

Таким образом,  𝑥(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)𝑚
𝑖=1   - решение уравнения (1). Теорема 

доказана.  

Теорема 2. Пусть имеется n частных решений  𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)  

уравнения (1) и 

        𝒲(t) = |

x1(t)                 x2(t)     …         xn(t)

x1(t + 1)       x2(t + 1) …      xn(t + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … .

x1(t + n − 1)       x2(t + n − 1) … xn(t + n − 1)      

| ≠ 0          

(2) 

 

при всех t. Тогда общее решение (1) имеет вид 

                                  𝑥(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)𝑛
𝑖=1                                                   (3)  

 

где 𝜔𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑛, - произвольные 1 – периодические функции. 

 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y(t) – некоторое решение уравнения (1),  

отличное от 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡). Тогда для доказательстиа теоремы 

достаточно, очевидно, показать, 

 

                    𝑦(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡).𝑛
𝑖=1                                                     (4)  

 

Последовательно полагая в (4) t+1, t+2, … t+n-1 в место t, получим 

систему n уравнений для определения  𝜔𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑛,  : 

 

        𝑦(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡),𝑛
𝑖=1   

 

𝑦(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡),𝑛
𝑖=1   
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        ………………………………                                                        (5) 

 

 𝑦(𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡).𝑛
𝑖=1  

  

В силу (2) система уравнений (5) имеет единственное решение [2] 

 

                                           𝜔𝑖(𝑡) =
𝒲𝑖(𝑡)

𝒲(t)
 , 𝑖 = 1, … 𝑛                                                    

(6) 

где 

  

 𝒲𝑖(𝑡) =

|

𝑥1(𝑡) … 𝑥𝑖−1(𝑡)  𝑦(𝑡) … 𝑥𝑛(𝑡)

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)  𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)  

| , 

𝑖 = 1, … , 𝑛. 

 

 Остаётся показать, что функции  ωi(t), i = 1, … , n, определяемые 

соотнощениями (6) являются 1 – периодическими. Действительно, поскольку 

 

𝑥𝑗(𝑡 + 𝑛) = −𝑎1(𝑡)𝑥𝑗(𝑡 + 𝑛 − 1) − ⋯ − 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑗(𝑡),         𝑗 = 1, … , 𝑛 , 

𝑦(𝑡 + 𝑛) = −𝑎1(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) − ⋯ − 𝑎𝑛(𝑡)𝑦(𝑡), 

то 

 

 𝒲𝑖(𝑡 + 1) =

||

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)  𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑗(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)  𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑗(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

𝑥1(𝑡 + 𝑛) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛)   𝑦(𝑡 + 𝑛) … 𝑥𝑗(𝑡 + 𝑛) …  𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛)

|| = 

 

 

=
|

|

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)   𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) …  𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)         

− ∑ 𝑎𝑗(𝑡)𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) … − ∑ 𝑎𝑗(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)     − ∑ 𝑎𝑗(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) … − ∑ 𝑎𝑗(𝑡)𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 
|

|

= 
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= − ∑ ||

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)   𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

𝑎𝑗(𝑡)𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) … 𝑎𝑗(𝑡)𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)    𝑎𝑗(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)

|| −

𝑛−1

𝑗=1

 

 

− |

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)   𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

𝑎𝑛(𝑡)𝑥1(𝑡) … 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑖−1(𝑡)     𝑎𝑛(𝑡)𝑦(𝑡) … 𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡)

| = 

 

 

=-

− ∑ 𝑎𝑗(𝑡) |

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)   𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)    𝑦(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) …  𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)

|𝑛−1
𝑗=1 − 

 

 

−𝑎𝑛(𝑡) |

𝑥1(𝑡 + 1)        …       𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)       𝑦(𝑡 + 1) …     𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

  𝑥1(𝑡)        …          𝑥𝑖−1(𝑡)                𝑦(𝑡)       …           𝑥𝑛(𝑡)

|. 

 

Таким образом, так как 

  |

𝑥1(𝑡 + 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 1)   𝑦(𝑡 + 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 1)
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 1)   𝑦(𝑡 + 𝑛 − 1) … 𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 1)

𝑥1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) … 𝑥𝑖−1(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)    𝑦(𝑡 + 𝑛 − 𝑗) …  𝑥𝑛(𝑡 + 𝑛 − 𝑗)

| ≠ 0  

𝑗 = 1, … , 𝑛 − 1 , 

то 

𝒲𝑖(𝑡 + 1) = (−1)𝑛𝑎𝑛(𝑡)𝒲𝑖(𝑡) ,  𝑖 = 1 , … , 𝑛 . 

 

Совершенно аналогично можно показать что 

                                        𝒲(t + 1) = (−1)𝑛𝑎𝑛(𝑡)𝒲(t). 

Следовательно, 

   𝜔𝑖(𝑡 + 1) =
𝒲𝑖(𝑡+1)

𝒲(t)
=

(−1)𝑛𝑎𝑛(𝑡)𝒲𝑖(𝑡)

(−1)𝑛𝑎𝑛(𝑡)𝒲(t)
=

𝒲𝑖(𝑡)

𝒲(t)
=  𝜔𝑖(𝑡) , 𝑖 = 1, … 𝑛 

 Теорема 2  доказана. 
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