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Bizga X va Y normalangan fazolar berilgan bo’lsin. Quyidagi ta’rifni kiritamiz:

Ta’rif: X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona y elementini
mos qo’yuvchi
Ax=y (x€X, yeYyY)
akslantirishga operator deyiladi.

Umuman olganda A operator X ning hamma yerida aniqlangan bo’lishi shart
emas. Bunday holatda Ax mavjud va Ax € Y bo’lgan barcha x € X lar to’plami A
operatorning aniglanish sohasi deyiladi va D (A) kabi belgilanadi:

D(A) = {3x € X: Ax mavjud va Ax € Y}.

Chizigli A operator garalayotgan bo’lsa, u holda D(A) ning chiziqli ko’p xillik
bo’lishi talab qilinadi, ya’ni x,y € D(A) bo’lsa, ixtiyoriy a,f € C lar uchun ax +
By € D(A) o’rinli bo’ladi.
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Ta’rif: Agar ixtiyoriy x,y € D(A) c X elementar va Va, § € C sonlar uchun
A(ax + By) = aAx + BAy

tenglik o’rinli bo’lsa, A operatorga chizigli operator deyiladi.

Ta’rif: A:X — Y operator va x, € D(A) nuqta berilgan bo’lsin, agar y, =
Ax, € Y ning V & atrofi uchun, x, nuqtaning shunday U atrofi topilib, ixtiyoriy x €
U n D(A) lar uchun Ax € € bo’lsa, A operator x = x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif: Agar Ve > 0 uchun shunday § = 6(¢) > 0 mavjud bo’lib, ||x — x| <
6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € D(A) lar uchun

|[Ax — Axyl| < €

tengsizlik bajarila, A ga x = x, nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif: Agar x, nugtaga yaginlashuvchi v {x,} ketma-ketlik uchun  ||Ax,, —
Ax,|| = 0 shart o’rinli bo’1sa, unda A operator shu x, nuqtada uzluksiz deb aytiladi.

Ta’rif: Quyidagi

Ax =106

tenglikni ganoatlantiruvchi barcha x € X nuqtalar to’plami A operatorning
yadrosi deb aytiladi va KerA kabi belgilanadi.

Ta’rif: Biror bir x € D(A) nugta uchun y = Ax tenglik bajariladigan y € Y lar
to’plami A operatorning giymtlar sohasi yoki tasviri deyiladi va ImA yoki R(A) kabi
belgilanadi.

Operator yadrosi va giymatlar sohasini matematik formulalar yordamida
quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

KerA = {3x € D(A): Ax = 6},
R(A) :=ImA = {3y € Y: biror x € D(A) uchun y = Ax}

A chiziqli operator giymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko’pxillik bo’la oladi.
Agar D(A) = X bo’lib, A operator uzluksiz operator bo’lsa, unda KerA yopiq gism
fazo bo’ladi. Ya’ni KerA = [KerA] bo’ladi. A uzluksiz bo’lgan holatda ham ImA c Y
yopiq qism fazo bo’lmasligi ham mukin.

Ta’rif: Faraz gilaylik X normalangan fazoning M to’plami berilgan bo’lsin, u
holda shunday € > 0 son mavjud bo’lib, barcha x € M uchun ||x|| < C tengsizlik
o’rinli bo’lsa, M to’plamga chegaralangan to’plam deyiladi.

Ta’rif: X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator bo’lsin. Agar A
operatorning aniglanish sohasi D(A4) = X bo’lib, ixtiyoriy chegaralangan to’plamni
yana chegaralangan to’plamga akslantirsa, u holda A operatorga chegaralangan
operator deyiladi.

Ta’rif: Faraz gilaylik A: X — Y chiziqli operator bo’lsin. Agar shunday C > 0
son mavjud bo’lib, Vx € D(A) uchun quyidagi

lAx]| < € - |l

tengsizlik bajarilsa, A operatorga chegaralangan operator deyiladi.

Ta’rif: ||Ax|| < C - ||x|| tengsizlikni ganoatlantiruvchi C sonlar to’plamining
anig quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va [|A|| kabi belgilanadi:

I|A]| = inf C.
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Teorema: X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi chizigli
chegaralangan A operatorning normasi ||A|| uchun quyidagi

| Ax||
IAll = sup [[Ax|| = sup
llxll=1 x=6 |||
tenglik o’rinli bo’ladi.
Isbot: Quyidagi belgilashni kiritamiz:
o — sup 121
x=0 x|
A operator chiziqli bo’lgani uchun
a = sup ” ” = su ”A“ ” | = sup ||Ax]|.
x+60 x¢9 [lx]|=1
Ixtiyoriy x # 6 uchun
"ﬁln < a bo’ladi.
Demak, ixtiyoriy x € X uchun ||Ax|| < a||x]|. Bundan esa
IA]l < a. (1.1)

Aniq yuqori chegara ta’rifidan ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday x, # 0 element
mavjud bo’lib,
[Axll _
< < llAl|
[l
tengsizlik bajariladi. Bundan & > 0 soni ixtiyoriy bo’lgani uchun
a<|lAl (1.2
1.1 val.2gako’ra||A|| = a tenglik kelib chigadi.
Tasdiq: A-chizigli chegaralangan operator uchun

sup [lAx|| = sup [|Ax]|
lxll=1 lxll<1

tenglik o’rinli.

X chizigli normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi L(X,Y)
chiziqli chegaralangan operatorlar to’plami deb belgilymiz, Agar X =Y bo’lsa,
L(X,Y) = L(X) bo’ladi.

Ta’rif: A:X —->Y va B:X — Y chiziqli operatorlarning yig’indisi deb x €
D(A) n D(B) elementga y = Ax + By € Y elementni mos qo’yuvchi

C = A + B operatorga aytiladi.

Ma’lumki, C chizigli operator bo’ladi, agar A,B € L(X,Y) bo’lsa, unda C
operator chegaralangan operator ham bo’ladi, ya’ni:

ICII =114+ BIl < [lAll + [IBl
shart o’rinli bo’ladi. Chindan ham,

ICx|l = [IAx + Bx|l < |Ax[l + l|Bx[| < [IAll - [lx|l + IBIl - [Ix]l < (llAll +
+IBIDIIxII.

Bu shartdan
ICII =114+ BIl < [lAll + [IBl
tengsizlik kelib chigadi.
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Ta’rif: A:X->Y va B:X-Y chizigli operatorlar berilgan bo’lib
R(A) c D(B) bo’lsin, B va A operatorlarning ko’paytmasi deb, har bir x € D(A)
elementga Z fazoning z = B(Ax) eclementini mos qo’yuvchi C = BA:X - Z
operatorga aytiladi.
Agar A va B operatorlar chiziqli chegaralangan operatorlar bo’lsa, C operator
ham chiziqgli chegaralangan operator bo’ladi:
ICI < Bl - llAll (1.3)
shart o’rinli bo’ladi.
Hagigatan
ICx|l; = IB(AX)Il < IBIl - lAx]ly < IBIl - IAIl - llx]l
tengsizligidan (1.3) tengsizligi kelib chigadi.
Operatorlarni ko’paytirish va qo’shish assotsativ amallardir. Qo’shish amali
kommutativ, ammo ko’paytirish amali kommutativ emasdir.
Agar X va Y fazolar chiziqli normalangan fazolar bo’lsa, u holda L(X,Y)
fazo ham chiziqli normalangan fazo bo’ladi:
p:L(X,Y) > R, p(A) = sup ||Ax]|.

llxll=1

Teorema: X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi A: X —

Y chiziqli operator berilgan bo’lsin, u holda quyidagi tasdiglar o’rinli bo’ladi:
1) A operator biror x, nugtada uzluksiz;
2) A operator uzluksiz;
3) A operator chegaralangan;

Isboti: A chizigli operator biror x, nuqtada uzluksizligidan uning ixtiyoriy
nugtada uzluksizligini keltirib chigaramiz.

A oprator x, nuqtada uzluksiz bo’lganligi sababli, x, nugtaga intiluvchi
ixtiyoriy {x2} ketma-ketlik uchun Ax2 — Ax,. Ixtiyoriy x’ € D(A) nugtauchun x;, -
x' ekanligidan Ax,, - Ax’ kelib chiqishini ko’rsatamiz.:

Yn = Xn — X'+ Xo = X
bo’lsin, u holda

lim Ay, = lim (Ax;, — Ax' + Axy) = Ax,.
n—->0o n—->0oo

Bundan
lim Ax,, = Ax’

n—oo

kelib chigadi. Demak, A operator ixtiyoriy x" nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Endi A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi kelib
chiqishini ko’rsatamiz. Teskarisidan faraz qilamiz, A chizigli operator uzluksiz bo’lsin,
ammo chegaralanmagan bo’lsin, ya’ni ixtiyoriy C > 0 son uchun shunday x. € D(A)
element mavjud bo’lib,

1A%, 1l = Clixl
bo’lsin, agar C = n € N desak, ixtiyoriy n € N uchun shunday x,, € D(A)
mavjudki,
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1A%, 1| = nllx, |l
tengsizlik o’rinli bo’ladi. Quyidagi

S PR
ketma-ketlikni qaraymiz, ma’lumki, &, — 6, ya’ni
160 =01l = |- = el = 2 0
—_ = = X = — > 0U.
" nllx, Il nllx, |7 n
Ikkinchi tomondan:
lag, — a6l = 4 (=20 = |- laz, > 1.
— = = X X
" nllx, I ol Al

Bu garama-garshilik A operatorning chegaralanganligini ko’rsatadi.

Ana endi A chiziqgli chegaralangan operatorning biror nugtada uzluksiz
ekanligini ko’rsatamiz:

Shunday € > 0 son mavjudki, ixtiyoriy x € D(A) uchun

|Ax|[y < Cllx]l,
tengsizlik o’rinli bo’ladi. Faraz qilaylik, {x,,} ketma-ketlik x ga yaginlashuvchi
Ixtiyoriy ketma-ketlik bo’lsin, unda Ax,, = Ax ekanligini ko’rsatamiz:
14, — Ax|l = 1A(x, — )|l < Cllx, —x] > 0
ya'ni Ax,, = Ax.

1.1.2-misol:  A: ACy[0;1] —» L,[0; 1], (Ax)(t) = d’;—(tt) differensiallash
operatorini chizigli chegaralanganligini ko’rsatib, uning normasini toping.

Yechish: [a;b] kesmada absolyut uzluksiz ~ F funksiyaning hosilasi
F'(x) = f(x) integrallanuvchidir. Demak operatorning aniglanish sohasi D(A4) =
ACy[0;1] uchun ||Ax|| = ||x|| tenglik  o’rinli. Bu yerdan A operatorning
chegaralanganligini va ||[A]| = 1 ekanligi kelib chigadi.

Misol: [, fazoda ko’paytirish operatori, ya'ni

A:ly, = 1y, (Ax)y = apx,, suplla,ll =a < o
n=1
operatorni garaymiz. Bu operatorning chegaralanganligini ko’rsatib va uning

normasini topamiz.
Yechish: Ixtiyoriy x € I, uchun Ax € [, ekanini ko’rsatamiz:
[0 0]

oo (00]
D 1CADI = ) Janal? <suplayl? ) Jxl? < a?llx]P?
n=1 n=1 n=t n=1

Bu shartlardan D(A) = [, ekanligi kelib chigadi. Endi uni chiziglilikka
tekshiramiz:

A operatorning aniqlanishiga ko’ra

(A(ax + By)n = an(ax, + Byn) = aanxn + fanyn = a(Ax)n + B(AY)n

bo’ladi. Bundan kelib ch1qad1k1 A chiziqli operator

Z|(Ax)n|2 Zmnxnlz < supla, ? z|xn|2 < a?x|l
nz1

n=1
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tengsizligiga ko’ra A operatorning chegaralangan ekanligini ko’rishimiz mumkin
va bundan tashqari yuqoridagi tengsizlikka ko’ra ||A|| < a ekanligi kelib chigadi va
bundan ||A|| = a bo’lishini isbotlaymiz. Bu uchun [, fazodan normasi 1ga teng bo’lgan

ketma-ketlik {en = <0,0, ..0,1,0, >} ni garaymiz.
T n=1
A operatorning aniqlanishiga ko’ra Vn € N uchun Ae, = a,e, tenglik o’rinli
bo’ladi. Bunga ko’ra esa
IAll = ”Aen” = ”anen” = |an|”en” = |an|
tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik ¥n € N da o’rinli ekanidan

Al = sup la,| = a
nz
munosabatni olamiz. Xulosa gilish mumkinki demak, ||A|| = a isbotlandi.

0’z-0’ziga qo’shma operatorlar va uning spektri

Bizga H- Gilbert fazosi va A € L(H) operator berilgan bo’lsin. Agar Vx,y € H

elementlari uchun quyidagi
(Ax,y) = (x,A7y)
shartni ganoatlantiruvchi A* operatorga A ning qo’shmasi deyiladi va agar A* =
A tenglik o’rinli bo’lsa, ya’ni Vx,y € H elementlar uchun
(Ax,y) = (x,Ay)
tenglik o’rinli bo’lsa, A operatorga 0’z-0’ziga qo’shma operator deyiladi.
Lemma: H- kompleks Gilbert fazosida 0’z-o’ziga qo’shma bo’lgan
chegaralangan A operatorning barcha xos qiymatlari haqiqiy bo’ladi.
Isboti: Chindan ham, Ax = Ax tenglama x # 6 yechimga ega bo’lsin, unda:
A(x,x) = (Ax,x) = (Ax,x) = (x,Ax) = (x,Ax) = A(x, x)
tenglik o’rinli bo’ladi. Bu tenglikdan A = A shrt o’rinli ekanligi kelib chigadi.
Lemma: Operator 0’z-0’ziga qo’shma chegaralangan bo’lsa, u holda har ganday
xos qiymatlarga mos keluvchi xos vektorlari o’zaro ortogonal bo’ladi.
Isboti: Chindan ham, agar Ax = Ax, Ay = uy vaA = u # 0 bo’lsa, unda
Alx,y) = (Ax,y) = (x,Ay) = (x, puy) = u(x,y)

bo’ladi.

Bunga ko’ra esa (4 — u)(x,y) = 0 ekanligi, ya’ni x_| y kelib chigadi.

A € L(H) 0’z-0’ziga qo’shma operator va A kompleks soni uchun 4, = A — AE
operatorlarning oilasini ko’ramiz.

Bizga ma’lumki, agar |[A71A|| <1, ya’ni |A| > ||A]| bo’lsa, unda A soni A
operator uchun regulyar giymat bo’ladi. Shuning uchun A operator spektri |1| < ||A||
doiraning ichida va chegarasida joylashadi. Bu tasdiq Banax fazosida ta’sir etuvchi
ixtiyoriy operator uchun operator spektrini joylashgan o’rnini aniq tavsiflash mumkin
bo’ladi.
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Teorema: A kompleks soni 0’z-0’ziga qo’shma bo’lgan A operator regulyar

qiymati bo’lishi uchun shunday C > 0 son topilib, hamma x € H nuqtalarda
lAxx|l = llAx — Ax|| = Cllx|]
tengsizlik ning bajarilishi zarur va yetarkidir.

Teorema: A = a + iff (B # 0) kompleks soni 0’z-0’ziga qo’shma bo’ladigan
A operatorning regulyar giymatidir.

Teorema: O’z-0’ziga qo’shma bo’lgan A operatorning spektri hagigiy sonlar
o’qidagi [m, M] kesmada yotadi, bu yerda

m = inf (Ax,x), M = sup (4x,x)
llxll=1 llxll=1

Teorema: Agar A operator 0’°z-0’ziga qo’shma operator bo’lsa, unda m va M
sonlari A ning spektriga tegishli bo’ladi.

Isbot: M soni uchun isbotini keltiramiz. Shuni aytib o’tish kerakki, agar A
operatori A, operatoriga almashtirilsa, unda uning spektri u birlik chapga siljiydi.
m va M sonlari esa mos ravishda m —u va M — p sonlariga o’zgaradi. Shuning
uchun umumiy holatni buzmagan holatda 0 < m < M deb hisoblash mumkin. Bu
holatda M = [|A]| o’rinli bo’ladi. M soni A operatorning spektriga tegishli bo’lishini
ko’rsatamiz.

M = ||A|| sonini aniqlanishiga ko’ra shunday {x,} ketma-ketlik topib, ||x, || = 1
va
(Ax,,x,) =M —6,,8, > 0,n >
bo’ladi. Bundan tashqaril||Ax, || < [|All - llx, ]| = ||All = M
bo’ladi. Shuning uchun ||Ax,, — Mx,|| = (Ax,, — Mx,, Ax, — Mx,) ==
|Ax, || — 2M (Axy,, x,) + M||x, 1|12 << M?2 = 2M(M — 6,) + M? = 2M§,
yoki ||Ax, — Mx,|| = 0, ||x,,|| = 1 bo’ladi.

Natija: Ixtiyoriy 0’z-0’ziga qo’shma operator bo’sh bo’lmagan spektrga ega
bo’ladi.

Tasdig: 1 € C \ [0; 1] kompleks soni A ning xos qiymati bo’lishi uchun

1
A =1+ f
0
tenglikni isbotlashimiz zarur va yetarlidir.
Isboti: (Zaruriyligi) Aytaylik, A € C \ [0; 1] A ning xos giymati bo’lsin: biror

nolmas x € L,[0; 1] element uchun Ax(t) = tx(t) + f01 tsx(s)ds = Ax(t)

2

ds =0
s—AS

tenglik o’rinli bo’lsin. Unda(t — A)x(t) + ta, =0 a, = fol sx(s)ds bo’ladi.
Bunda agar a,, = 0 bo’lsa, (t — 1)x(t) + ta, = 0 tenglik (t — A)x(t) = 0 tenglikka
aylanadi. Bu yerdan x ning giymati nolga teng bo’lishiga ega bo’lamiz. Tanlanishiga
ko’ra esa x # 0. Demak, shunday ekan, a, 0.
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(t — Dx(t) + ta, = 0 tenglikdan x(t) = —% ni topib olamiz va bu tenglikni a,, =
fol sx(s)ds gaqo’yib a, = —a, f;%ds tenglikka erishamiz. a,, # 0 bo’lganidan

1S2
AL =1 =
A +fS_Ads 0
0

tenglik hosil bo’ladi.

(Yetarliligi) Aytaylik, A € C \ [0; 1] kompleks son uchun AA = 0 tenglik o’rinli
bo’lsin.

Unda x(t) = t(t —A)~1 funksiyani olamiz, (4 —ADx(t) = ({t—21) é +

tfys==ds=t(1+ [} =ds)=tA(1) =0 tenglik o’rinli bo’ladi. Bundan 2 son

A operator uchun xos giymat bo’lishi va x(t) = # unga mos xos funksiya bo’lishi

kelib chigadi. A ning [0; 1] kesmadan tashgaridagi xos giymatlarini topamiz:

S

Barcha - A lar uchun  A(1) =1+ f;' ==ds > 1 tengsizlik o’rinli. Bundan

tashgari ImA # 0 bo’lsa A(4) # 0 hosil gilish murakkab emas. 1.1.1-tasdiqqa ko’ra A
operator A > 1 xos qiymatlarga ega bo’lishi mumkin. Aytaylik 4 > 1 bo’lsin, unda

' 1_s? . :
N@) = [, 5ds >0 limA) = —oo; lim A(D) =1

shartlar o’rinli bo’ladi. Bundan (1; o) intervalda A(4) ning o’sishi va yagona
Ao € (1; o0) nugtada A(4,) = 0 tenglik bajarilishi hosil bo’ladi. Shunday qilib, [0; 1]
kesmadan boshga A ning bitta xos giymati mavjud ekanligiga erishamiz. Masalan, 1 €
C\ [0;1] son A ning xos qiymati bo’lmasin. A — Al operatorga teskari operatorni
aniglaymiz:

1

(A—2ADx(t) = (t —x)x(t) + tjsx(s)ds =y(t), x,y€L,0;1]
0

tenglikdan «a, = fol sx(s)ds niolgan holatda x(t) ni topib olamiz:

(& =Dx() +t-a, =y(),

y(t) t . y(t) t
Bundan x(t) = o x(®) uchun olingan x(t) = T

ifodani @, = [ sx(s)ds ga qo’ysak, @, uchun a, = fol%ds B
1 s?
Ay fO ;dS

tenglamaga erishamiz. Bundan esa A(A) # 0 ekanligidan «a, = ﬁfﬂl%ds

hosil bo’ladi. Bundan, x(t) = 3;52 — tfa A(ll) fol Ssy_(;) ds kelib chigadi.

Shunday ekan, A ning rezolventasi quyidagi
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y® ot 1 sy
RA(A)y(t)_t—)l_t—)lA(/l)O s—1°

s, YE€L,[0;1]

formula yordamida aniglanadi.

Bu olingan natijalardan ko’rinadiki, agar A € C \ {[0; 1] U {4,}} bo’lsa, unda
D(R;(A)) = L,[0; 1] va R, (A) chegaralangan, bunda 2, € (0; %) va A(1,) = 0

b) A2 € [0; 1] bo’Isin, unda Im(A — AI) # L,[0; 1], sababi y,(t) = 1 funksiyani
olsak y, € Im(A — AI). Shunday ekan, D(R;(A)) # L,[0; 1] va shu sabab 1 € a(4).
Demak, A ning spektri o(A) =[0;1] U {1,} to’plamdan iborat, bunda A, € (0; )
va A(Ay) = 0.

Musbat va unitar operatorlar

Bizga H — Gilbert fazosi va unda aniglangan A: H - H 0’z-0’ziga qo’shma
operator berilgan bo’lsin.

Ta’rif: Agar istalgan x € H element uchun (Ax, x) = 0 shart o’rinli bo’lib, hech
bo’lmaganda yagona x, € H uchun (Ax,, xo) > 0 tengsizlik o’rinli bo’ls, A operatorga
musbat operator deyiladi, A > 0 ko’rinishida belgilanadi.

Agar A,B:H - H 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar uchun quyidagi A —B > 0
shart bajarilsa, u holda A operatorga B operatordan katta deyildi va A > B ko’rinishida
belgilanadi. Agar A > Bva A = B bo’lsa, bu A = B ko’rinishda yoziladi.

0’z-0’ziga qo’shma operatorlar to’plamida keltirilgan tengsizliklar amalining
quyidagi xossalari bor:

1) A=B, C=Dbo’lsa,undad + C = B + D o’rinli bo’lad1.

2) A =0, a =>0Dbo’lsa, unda ¢4 = 0 o’rinli bo’ladi.

3) A =B, B=Chbo’lsa,unda A > C o’rinli bo’ladi.

4) A > 0 operator uchun A~loperator mavjud bo’lsa, unda A=t > 0
bo’ladi.

5) A, B operatorlar musbat o’rin almashinuvchi va 0’z-0’ziga qo’shma
bo’lsa, AB operator ham musbat operator bo’ladi.

Lemma: A, B € L(H) nomanfiy operatorlar va a, 8 nomanfiy haqiqiy sonlar
bo’lsin, unda aA + B operator ham nomanfiy bo’ladi.

Lemma: A operator nomanfiy bo’lsin, unda quyidagi

|(4x, )| < /(Ax, )/ (47, ¥)
Koshi-Bunyakovskiyning umumlashgan tengsizligi o’rinli bo’ladi.
Teorema: O’z-o’ziga qo’shma o’rin almashinuvchi musbat A va B operatorlar
ko’paytmasi musbat bo’ladi.
Teorema: Istalgan musbat A operatorning bitta B kvadrat ildizi mavjuddir. Shu
bilan birga, B operator A operator bilan o’rin almashinuvchi bo’lgan istalgan C
operator bilan ham o’rin almashinuvchi bo’ladi.
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Teorema: Ixtiyoriy har ganday chizigli chegaralangan A uchun AA™ va A*A lar
musbat operatorlardir.

Misol: A:l, -, Ax = (xl,%xz, ...,%xn, ...),x = (X1, X3, e, Xp, - ) € Ly
operatorni musbatlikka tekshiring. A operator agar musbat bo’lsa uning kvadratik ildizi
topilsin.

Yechish: Avval istalgan x,y € [, uchun (x,y) = Yo X, y,, takrorlab o’tamiz

va A ning 0’z-0’ziga qo’shma ekanligini ko’rsatib o’tamiz: (Ax,y) = Z,‘f:l%xny_n =

- 1
Yin=1%n (;yn) = (x,Ay)
A ning aniqlanishiga ko’ra (Ax,x) = Z;’{Ll% |x,|> =0
shart istalgan x € [, uchun o’rinli. Agar x, = (1,0, ...,0, ...) € [, deyilsa, unda
(Axg, xo) = 1 > 0 bo’ladi va ta’rifga ko’ra A > 0.
: 1 1
Anaendi B:l, - l,, Bx = (xl,ﬁxz, ...,\/—Hxn, ),x = (X1, e, X, . ) E L,

operatorni ko’ramiz va B2 = A ekanini ko’rsatamiz. Chindan ham

2, — — 1 1 — 11 11 _
B“x = B(Bx) = (xl,ﬁxz,...,\mxn, ) = (xl,ﬁﬁxz, o = X ) =

1 1 :
(xl,zxz, s = X, ) = Ax, x = (xq,Xy, ..., Xp, ...) € 1, bo’ladi.

Misol: Quyidagi

1

A:1,[0:1] > L,[0:1], (Ax)(E) = tjsx(s)ds, x € L,[0; 1]
0
operatorni musbatlikka tekshiring. A musbat operator bo’lsa uning kvadratik

ildizini toping.
Yechish: x,y € L,[0;1] ixtiyoriy element bo’lsin, unda (Ax,y) =
Jy a0 @y @ dt = [ (¢ f, (0(s)ds) y(®dt = [, [ tsx(s)y(O)dsdt =

1 1
Jo x(@® (t Jo Sx(s)ds) dt = (x, Ay)
Tenglik o’rinli. Ya’ni A 0’z-0’ziga qo’shma operator. A operatorni musbatlikka
tekshirish uchun italgan x € L,[0;1] uchun (Ax,x) ni garaymiz: (Ax,x) =

fol (t fol sx(s)ds)mdt = fol sx(s)ds (fol Sx(s)ds) = |f01 Sx(s)ds|2 > 0,

bunda x,(t) = 1 uchun (Ax,, x,) = |f01 sds|2 = i > 0 Demak, A musbat
operator.

Quyidagi B:L,[0;1] > Ly[0;1],  (Ax)(t) = kt [ sx(s)ds,x € L,[0;1] ni
garaymiz. Bunda k biror bir 0’zgarmas son bo’lsin, B> = A va B > 0 shartlardan
topiladi. (B2x)(£) = (B(Bx))(t) = B (kt [ sx(s)ds) =
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kt fols (ks fols’x(s’)ds’) ds = kS—thOl sx(s)ds = tfol sx(s)ds = (Ax)(t) Bundan

esa k = v/3 bo’lishi kelib chigadi.

Bizga H Gilbert fazosi berilgan bo’lsin. Agar H Gilbert fazosida aniglangan V
operator ixtiyoriy f,g H lar uchun (Vf,Vg) =(f,g) tenglikni ganoatlantirsa, V
ga izometrik operator deyiladi. Agar bu yerdaV operator H ni to’liq H fazoga
o’tkazsa, u holda IV ga unitar operator deyiladi. Shunday qilib, agar V' izometrik
operator bo’lib, R(V) =H shart bajarilsa, u holda V ga unitar operator deyiladi.
Ta’rifdan ko’rinib turibdiki, har qanday unitar operator albatta izometrik operator
bo’ladi, teskari tasdiq umuman olganda o’rinli bo’Imasligi mumkin.

Chekli o’Ichamli fazoda ta’sir qiluvchi va yadrosi fagat nol elementdan tashkil
topgan ixtiyoriy chiziqli operator fazoni to’liq fazoga o’tkazuvchi operator bo’ladi. Shu
sababli chekli o’Ichamli fazodagi ixtiyoriy izometrik operator unitar operator bo’ladi.
Cheksiz o’lchamli fazo holida bu tasdiq umuman olganda o’rinli emas. Bunga ishonch
hosil gilish magsadida quyidagi misolni garaymiz:

V:l, > 1, Vx = (0,%1, X2, ey X1y e ), X = (X1, eee) Xy oo ) € Ly
operatorni garaymiz. Ixtiyoriy x,y € I, elementlar uchun

oo

V2VY) = ) xF = (7)

n=1
munosabatlar o’rinlidir. Ta’rifga ko’ra V izometrik operator bo’ladi. V
operatorning aniqlanishiga ko’ra
RW)={x€ly:x = (x4, e, Xp,..), %, = 0}
Shu sababli, R(V) =1, munosabat o’rinlidir. Chunkix, = (1,0, ...,0, ...) € L5,
lekin x, € R(V) . Demak, V operator unitar operator bo’la olmaydi.
Bizga H gilbert fazosi berilgan bo’lsin. Agar U : H — H chiziqli operator H ni H
ning hamma yeriga normani saqlagan holda akslantirsa, ya’ni ixtiyoriy x € H uchun
HUx [|A] x |
tenglik o’rinli bo’lsa, u holda U ga unitar operator deyiladi.
Misol: Ug: L,(T%) = L,(T%), (Usf)(x) = e!SPf(x), f € L,(TY), s € z¢
operator unitar. Hagigatan

UL f11% = f i £ (x0)[* = f £ GO 2dx = IIfII2
d 7d

Va D(Uy) = L,(Z%), R(Uy) = L,(Z%) ekani ta’rifga ko’ra U, unitar bo’ladi.
Misol: Uy = 1,(Z%) - 1,(Z%), (U; f)(n) = f(n+s),f € L(Z%),s € Z¢
Operator unitar, hagigatan

17 71F = Y M+l = > Il = I

nezd nezd
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VaD(U,) = 1,(Z%), R(U,) = 1,(Z%) ekani ta’rifga ko’ra Uy unitar bo’ladi.

Mazkur yo‘nalishda olib borilgan ishlar tahlili va olingan natijalar [5-32]
magolalarda keng yoritilgan. Shu blan bir gatorda matematikaning amaliy tadbiglari
to‘g‘risida misollar keltirilgan.
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