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Mavzuni yoritish uchun zarur bo‘lgan ta'riflar, teoremalarni keltiramiz.

1-ta’rif. Cheksiz o’lchamli to’la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli f,g,¢, ... elementlarning H to’plami Hilbert
fazosi bo’lsa, u quyidagi uchta shartni ganoatlantiradi:

1. H - Evklid fazosi, ya’'ni skalyar ko’paytma Kiritilgan chiziqgli fazo;

2.p(x,y) = /x —y,x —y metrika ma’nosida H- to’la fazo;

3. H fazo - cheksiz o’lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chizigli erkli sistema
mavjud.
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Odatda separabel Hilbert fazolari garaladi, ya’ni H ning hamma yerida zich
bo’lgan sanogli to’plam mavjud [1].

1 - misol. Cf, ) fazo to’la metrik fazo, shuning uchun Cp, 5 Hilbert fazo bo’ladi.

2 - misol. R™ fazo to’la metrik fazo, shuning uchun Hilbert fazo bo’ladi.

3 - misol. m, ¢y, ¢ — to’la metrik fazo bo’Igani uchun Hilbert fazo bo’ladi.

4 — misol. Cyqp) — to’la metrik fazo emas, shuning uchun Hilbert fazo
bo’lolmaydi.

5—misol. I, Ly[qp) — to’la metrik fazo bo’lganligi uchun Hilbert fazo bo’ladi.

2 - ta’rif. Agar E va E* Evklid fazolari o’rtasida o’zaro bir gqiymatli moslik
o’rnatish mumkin bo’lib,

x = x5, y—= y,x,y €E, x*,y" € E*

ekanligidan

x+y o x"+y", Ix oAx" va (x,y)= (x,y")

munosabatlar kelib chigsa, E va E* lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu
fazolar o’rtasida o’zaro bir giymatli moslik mavjud bo’lib, bu moslik shu fazolardagi
chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko’paytmani saglaydi.

Ma’lumki, n — o’Ichamli ixtiyoriy 2 ta Evklid fazosi o’zaro izomorfdir. Cheksiz
o’Ichamli Evklid fazolari o’zaro bo’lmasligi ham mumkin. Masalan [, va Cy[4 p)
fazolar izomorf emas, chunki [, to’la metrik fazo, C,[,p) €sa to’la metrik fazo emas
[2-3].

Quyidagi teorema o’rinli.

1 —teorema. Ixtiyoriy ikkita separable Hilbert fazosi o’zaro izomorf bo’ladi.

Teoremadan shuni xulosa qgilib aytsak bo’ladi: izomorfizm anigligida fagat [,
Hilbert fazosi mavjud. Boshgacha qilib aytganda, [, fazo H Hilbert fazosining
koordinat ko'rinishi desak bo’ladi.

H Hilbert fazosining qism fazosi deganda yopiq gism fazoni tushunamiz.
Hilbert fazosining gism fazolariga misollar keltiramiz.

6 — misol. h € H — ixtiyoriy element bo’lsin. h ga orthogonal bo’lgan barcha
f € H elementlar to’plami gism fazoni tashkil giladi.

7 — misol. [, fazoda x; = x, shartni ganoatlantiruvchi elementlar to’plami
gism fazoni tashkil giladi.

8—misol. co fazoning N = {x € cyp: x = (x,,0,%4,0, %4, .., X242, 0, ...)}
to’plami ham qism fazosi bo’ladi.

Hilbert fazosining har ganday gism fazosi yo chekli o’lchamli Evklid fazosi
bo’ladi, yo uning o’zi Hilbert fazosini tashkil giladi.

9 — misol. Lp_,, Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat Ly [—2,2] =
{f € L,[-2,2]: f(—t) = —f(t)} to’plam gism fazo tashkil giladi.
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Agar H Hilbert fazosi separable bo’lsa, uning ixtiyoriy gismi ham separable
bo’ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chigadi.

1 — lemma. E separabel Evklid fazosining har ganday E’ gismi yana
separabeldir.

Hilbert fazosining gism fazolari ixtiyoriy normalangan fazosining gism fazolari
bo’ladi.

Bu xossa Hilbert fazosida kiritilgan skalyar ko’paytma va unga mos ortogonallik
tushunchasiga asosan kiritilgan.

2 — teorema. H separable Hilbert fazosining ixtiyoriy M gism fazosida shunday
{,,} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli qobig’ining yopig’i M ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining M qism fazosi Dberilgan bo’lsin. Barcha f € M
elementlarga orthogonal bo’lgan g € H elementlar to’plamini M* = H @ M orqali
belgilaymiz, ya'ni M*= {g € H:(f,g) =0, Vf € M}. M* qism fazo M qism
fazoning ortogonal to'ldiruvchisi deyiladi [4-15].

Bizga H Hilbert fazosi va uning M; va M, qism fazolari berilgan bo’lsin.

3 — ta’rif. Agar barcha f; € M; va f, € M, lar uchun (f;,f,) =0 bo’lsa, u
holda M; va M, gism fazolar ortogonal gism fazolari deyiladi.

3 — teorema. Agar M — H Hilbert fazosining yopiq fazosi bo’lsa, u holda
ixtiyoriy f € H element yagona usul bilan f = h+ h’ yig’indiga yoyiladi, bu yerda
heM,h € M".

1 — natija. M € H gism fazoning orthogonal to’ldiruvchisining orthogonal
to’ldiruvchisi M ning o’ziga teng, ya’ni (M*)' = M.

Shunday qilib, H fazoning o’zaro to’ldiruvchi qism fazolari hagida fikr yuritish
mumkin. Agar M va M* ikkita shunday bir- birini to’ldiruvchi gism fazolar va {¢,,} va
{¢,,'} sistemalarning birlashmasi butun H fazoda to’la orotnormal sistema bo’ladi.

2 — natija. H fazodagi har ganday ortonormal sistemani to’la sistemagacha
to’1dirish mumkin.

Agar {¢,} sistema chekli bo’lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar soni
{¢,} sistemasidan hosil gilingan M ning fazosining o’lchamiga va M* gism fazoning
koo’lchamiga teng. Bu xulosalardan quyidagicha natijani olamiz.

3 — natija. n o’lchamli gism fazoning orthogonal to’ldiruvchisi n koo’Ichamga
ega va aksincha.

4 — natija. Bizga H Hilbert fazosi va uning o’zaro ortogonal M; va M, gism
fazolari berilgan bo’lsin. Agar ixtiyoriy f € H element

f=h+h,, h €M, h, € M,

ko’rinishida tasvirlansa, u holda H fazo o’zaro orthogonal M; va M, qism

fazolarining to’g’ri yig’indisiga yoyiladi deyiladi va
H=M & M,
ko’rinishda yoziladi.
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To’g’ri yig’indini  chekli yoki sanogli sondagi qism fazolar uchun
umumlashtiramiz [15-30].

Quyidagi shartlar bajarilsin: H o’zining M;, M, ..., M, ...qism fazolarining
to’g’ri yig’indisiga yoyilgan deyiladi:

a) M; qism fazolar juft — jufti bilan o’zaro orthogonal, ya’ni M; dagi ixtiyoriy
vector M, dagi barcha vektorlarga orthogonal, i # k;

b)V f € H element

f=h+h,+ ..+ hy+ .., h, € M,, n=1,2,
ko’rinishida tasvirlanadi, agar qo’shiluvchilar soni cheksiz bo’lsa,

> linal?
n=1

gator yaginlashuvchi bo’ladi. Bu holda H = };—,@ M,, ko’rinishida yoziladi.
Osongina ko’rsatish mumkinki, agar f uchun f=h+ hy+ ...+ h, +
h, € M,, n=1,2, .. yoyilma mavjud bo’lsa, u yagona va quyidagi

tenglik o’rinli:
LI = > il
n=1

Qism fazolarning to’g’ri yig’indisi bilan bir gatorda chekli yoki sanogli sondagi
Hilbert fazolarining to’g’ri yig’indisi hagida ham gapirish mumkin. Agar H; va H,
lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo’lsa, u holda ularning to’g’ri yig’indisi H = H; @ H,
quyidagicha aniqglanadi. H fazoning elementlari barcha ( (hy,h;), hy € Hy h, €
H, juftliklardan iborat. H = H; @ H, fazoda qo’shish, songa ko’paytirish va
skalyar ko’paytma amallari quyidagicha aniglanadi:

(hy, hy) + Chy, hy) = (hy + hy, hy + hy), hi,hy € Hy, hy hy € Hy,
a (hy,h,) = (ah,,ah,), h, € Hy, h, € Hy,a € C,

(Chy ko), (RE, h3)) = (has kD, + (ho Ry, b by € Hyho, by € Hy,
Chekli sondagi Hy,H,,...,Hy,... Hilbert fazolarining to’g’ri yig’indisi

H = Zea H,
n=1

quyidagicha aniglanadi.

H =

h=(hyhy...,hy ) hy € Hy, Zuhnu2 < oo}.
n=1

H fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha aniglanadi:

(hg)= Z(hn,gn), h=(hyhy... by ),
n=1
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g = (91“92'--- gn'---)' hn'gn € Hn
10 — misol. L7 [-2,2] funksiyalar to’plami qism fazoning ortogonal
to’ldiruvchisini toping.

Fok fazosi va uning girgilgan qism fazolari.
Fok fazosi va uning gism fazolarida skalyar ko’paytma va norma

C — bir o’Ichamli kompleks sonlar fazosi bo’lsin. Ixtiyporiy n € N natural soni
uchun L,[a, b]™ orqali [a,b]™ daaniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman
olganda kompleks giymatli) funksiyalarning Hilbert fazosi belgilaymiz. Quyidagicha
belgilashlar kiritamiz:

Hy := CHy, := Ly([a,b]"), n €N; H™ :="IDH, H:= ,5BH,

4- ta’rif. H Hilbert fazoga Fok fazosi deyiladi, H™ Hilbert fazosiga esa Fok
fazosining qirgilgan m — zarrachali qism fazosi deyiladi.

Shunday qilib,

H® := Hy, @ Hy = {(fo.f1): fc € H,, ~k=0,1};
H® := H,® H, ® H,
={(fofuf2): fv € H,k=0,1,2}; H® :=H,® H, @ H,
D Hs ={(fo.fu.fo, f3): fc € Hik=0,1,23};

H™ := Hy @ H; @ ... ® Hpey = {(fo, f1s - fm): fe € Hik=0,m}

Odatda, L,[a,b] fazo yordamida qurilgan Fok fazosi F ( L,[a
belgilanadi.

m € N — fiksirlangan natural son bo’lsin. Ixtiyoriy ikkita f = (f, fi, .., fin ) €
H™ va g = (go, 1, » Gm) € H™ vektor — funksiyalar uchun ularning skalyar
ko’paytmasi

(f,.9)=(f0,90)0+ (fi,9)1+ -+ (frImIm
Kabi aniglanadi, bu yerda

b
(fo,90)0 = fo = Jo; (fk,gk)k = f fr(@®) - gx(t) dt,k = 1,m.
a
Xuddi shuningdek, f = (fo,fi, .., fn) € H™  vektor — funksiyalarning

normasi
m
D Ufll?
k=0
Tenglik yordamida aniglanadi, bunda
Ifollo := 1fol

IfIl =
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b
Ifll = flfk(t)lzdt, k=Tm

Endi H Fok fazosida skalyar ko’paytma va normani aniglaymiz.

Ixtiyoriy 2 ta F va G funksiyalarni qaraymiz.

Bunda F = (fy, fi, . fm) € HvaG = (99,91, -,9m) € H elementlar uchun
ularning skalyar ko’paytmasi

(F,G) := z(fk:gk)k
k=0

kabi, F vector — funksiya normasi esa

IFIl ==

D Ifell
k=0
kabi aniglanadi.

Ko’rinib turibdiki, H, - bir o’Ichamli chiziqli fazo, v n € N natural soni uchun
H,, cheksiz o’lchamli chizigli fazo bo’ladi. Demak, H(™ va H chizigli fazolar cheksiz
o’lchamlidir. Masalan, V n € N natural soni uchun
fO = (0,t0,..,) e HM;
f® := (0,t%0,..,0) € H™;

f@™ = (0,t"0,..,0) € HM,

Elementlar chizigli bog’lanmagan. Hagigatdan ham, a4, a, ..., &, sonlari uchun

arfP+ a,f@ + L+ a,f™ = 6 tenglikni garaymiz. Mazkur tenglik
at+ at’+ ...+ a,t" =0, Vt € [a,b]

tenglikka ekvivalentdir. Oxirgi tenglik ixtiyoriy t € [a, b] da o’rinli bo’lishi

uchun
ap=a,==a,=0

bo’lishi zarur va yetarlidir. Bu esa 0’z navbatida f, £, ..., £ elementlarning
chizigli bog’lanmagan ekanligini bildiramiz. Demak, dimH = oo ekan.

Endi bozonli Fok fazo tushunchasini kiritamiz. Vn € N natural soni uchun
LY™([—a,a]™) orgali [—a,a]™ da aniglangan, istalgan ikkita argument bo’yicha
simmetrik bo’lgan kvadrati bilan integrallanuvchi ( umuman olganda kompleks
giymatli ) funksiyalarning Hilbert fazosini belgilaymiz.

5 — ta’rif. Ushbu

Fy (Léym( [—a, a]")) i= C @ Ly[—a,a]l ® LY ([-a,al®) & L7 ([-a a]®) ..
Hilbert fazosiga bozonli Fok fazo deyiladi.

http://www.newjournal.org/ Volume-27_lIssue-6_April_2023


http://www.newjournal.org/

JOURNAL OF NEW CENTURY INNOVATIONS

Fok fazosining girgilgan qism fazolaridagi elementlarning skalyar ko’paytmasini
va normasini hisoblashga doir misollar keltiramiz.
11 — misol. m =2 bo’lsin.
f=@Q2,cost) € CO L,[—m; m],
g = 3i,sint) € CPH L, [—m; m].
Elementlarning skalyar ko’paytmasini va normasini toping.
Yechish. f va g larning skalyar ko’paytmasini va normasini ta’rif bo’yicha
hisoblaymiz: C fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi: (x,y) =x -y
L, fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha Kiritiladi:

b —_—
(x,y) = j YOy dt,

T
(f,g)=2-31+ f cost - sint dt = —6i.
—TT

Endi normasini hisoblaymiz. L, fazoda norma quyidagicha kiritiladi:

Il = [Pl at;

T
I|f||=J|2|2+f cos?t dt ;
—TT

Vs
1
||f||2=4+f E(1+c052t) dt = 4 + m;
—TT

T Vs
1
llgll? = |3i]? + j sin?t dt =9 + f E(l—cosZt) dt =9 +m;
-7 —TT

12 — misol. m= 3 bo’lsin.
f = (1,costy,sint; + sinty) € CO Ly[—m; w] B L,([—m, w]?);
g = (2 —i,sinty, sint; — sint,) € CO L,[—m; n] ® L,([—m, ]?);
elementlarning skalyar ko’paytmasini va normasini toping.
Yechish. Skalyar ko’paytma ta’rifiga ko’ra:
f,9)=1-2-1)+ ffn cost, - sint; dt; + ffﬂ f_nn(sintl + sint,) -
(sint, — sint,) dt,;dt,=

1 T s T
2+i+ EJ sin2t,dt; + j f (sin®t, — sin’t,) dt;dt, =2 +1i;
—TT =TT Y —T

Endi normani hisoblash formulasidan foydalanib, f va g elementlarning
normasini topamiz:

IfIl = \/12 + f_nn cos?t,dt, + f_nn ffn(sintl + sint,)2dt,dt, =

V14 1+ 4n?;
FII? = 1+ m+ 4m2.
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_ a2 T, T oo, . o 2 _
lgll = \/IZ i12+ [ sintidt; + [ [ (sint; — sinty)?dt dt, =

V5 + m + 4n2,
lgll? = 5+ m + 4m2.

Zamonaviy matematik fizikada Ay, operatorga yo’qotish operatori deyiladi, Ay,
operatorga esa paydo qilish operatori deyiladi. By omepartopaap [28-33] wmnmuii
u3IaHuIUIapaa keHr Kyanwirad. [y ypunna aditum sxousku, A operatorli matritsa
panjaradagi soni saglanmaydigan va soni ikkitadan oshmaydigan zarrachalar
sistemasiga mos keluvchi Gamiltonianni ifodalaydi.
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