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Annotatsiya. Ushbu magolada ikkinchi tartibli differensial tenglamalar va
ularni kanonik ko'rinishga keltirish hagida fikrlar bayon gilingan. Tor tebranishlarning
bir jinsli bo'lmagan tenglamasi va gipergeometrik tenglamalar va ularning tasnifi
keltirilgan. Shuningdek, bir nechta misollar yechib ko‘rsatilgan.
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Agar u(x,y) — funksiya ikkita erkli o'zgaruvchili funksiya bo’lib,
ai1,a12,022,a,b,c, f — x,y o’zgaruvchili funksiyalar berilganlar bo’lsa, u holda
bunday tenglamalar xususiy hosilali differensial tenglamalar deyiladi.

A11Uyy T 2Q12Uyy + ApolUyy, + auy, + buy, + cu = f(x,y), (1)
ikkinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Agar ay1,a42,a;,,a, b, c, f — funksiyalar fagat x va y o'zgaruvchilarga
emas, balki u va uning hosilalariga ham bog'liq bo'lsa, (1) tenglama kvazichiziqli
deb ataladi.

a,1dy? — 2a,,dxdy + a,,dx? =0 (2)

yugoridagi (2) ko’rinishdagi tenglama xarakteristik tenglama deyiladi.

Agar biron bir D sohada

a1z — a1z, =0 (3)
bo'lsa, bu sohadagi (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglamalarga
tegishli deymiz (yuqorida keltirilgan ta’rifga ko’ra). Bu holda xarakteristik
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tenglama ikkita tenglamaga ekvivalentdir:
a11dy — (12 ++/a%12 — a11a5;) dx = 0, 4)
a;1dy — (a1 — \/a212 — ay1033) dx = 0. ()
o(x,y) = Cvap(x,y) =C,
bu tenglamalarning umumiy integrallari haqgigiydir va (1) tenglama

xarakteristikasining ikki xil turkum.
O'zgaruvchilarning shakl almashinishi

$=oMy), n=9ky) (6)
giperbolik tipdagi tenglamani kanonik shaklga keltiradi:
Ugy + aug + biuy, + cou = dy, (7)

bu yerda a4, b1, c;d; — & van funksiyalarning o’zgaruvchilari.
Endi bir nechta tipik misollarni yechib ko’rsatamiz.
Misol 1. Giperbolik tipdagi tenglamani garaymiz (xarakteristik
tenglamasi va yechimini toping):
A% Uyy — Uyy = 0.
Yechish. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasining ko’rinishi
quyidagicha:
a’dy? —dx? = 0.
Bu tenglamaning umumiy integrallari tenglik bilan aniglanadi:
x = *ay + const.
O'zgaruvchilarning almashtirsak
E=x+ay, n=x-—ay,
ko'rib chigilayotgan tenglamani kanonik shaklga keltiramiz:
Ugy = 0,
Tenglamaning umumiy yechimi
u(€,mn = f1(§) + (),
ulx,y) = ilx + ay) + fo(x — ay)
bo’ladi.
Misol 2. Quyidagi tenglamani tipini aniglang:
Uyyx + 2Uyy — 3Uyy + Uy + Uy, = 0.
Yechish. Bu giperbolik tipdagi tenglamaga kiradi, chunki
a’ — a0, =1+1%x3=4>0.
Misol 3. Oldingi misol shartlarida tenglamani kanonik shaklga keltiring.
Yechish. Giperbolik tenglamaning xarakteristikalari tenglamasi ikkita
tenglamaga bo'linadi:
dy — 3dx = 0,
dy + 3dx = 0.
Ushbu tenglamalarning umumiy integrallari:
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3x —y = (y, 3x+y=0C,.
Yangi o’zgaruvchi kiritamiz:
&E=3x—y, n=3x+y.

U holda:
Uy = Uy + Uyl = 3Us + 3uy, (¢é,=3, n,=3),
Uy = UySy + Uyl = —Ug + Uy, (Ey =-1 n= 1),

Uyy = 3(“5 + un)gfx + 3(u5 + un)n”x = ugs + 18ugy; + upylyy =
3(u5 + un)gfy + 3(u5 + un)nny = —3Uge + 3uyy,
Uyy = (“Us +Up)ely + (“Ue + Uy gty = Uge — dUgy + Upy.
Yangi o'zgaruvchili tenglama giperbolik tipdagi kanonik tenglama
shaklini oladi:
15ug, + ug + 2u, = 0.
Misol 4. Tenglama uchun Koshi masalasining yechimini toping:

YUy + Uyy — ;uy =0

yarim tekislikda y > 0 dastlabki shartni ganoatlantiradi:
Uy—1 = 1—Xx, Uyy—-q =3.
Yechish. Biz xarakteristik tenglamani tuzamiz:
—y2dxdy + dx* = 0.
Ularning umumiy integrallari
x = Cy, 3x —y3 = (5,
bo’ladi. Yangi o’zgaruvchilarni kiritamiz:
E=x, n=3x-y3.
Tenglamaning umumiy ko’rinishi
Uy =0
bo’ladi.
Uning umumiy yechimi quyidagi formula bilan beriladi:
ulx,y) = &) + () = () + Yp(3x — y?),

bu yerda ¢ va y ixtiyoriy funksiyalardir.

Ushbu funksiyalarning shakli dastlabki shartlar bilan belgilanadi:

p(x) +yYpBx—-1)=1-x,
—3yP'(3x — 1) = 3.
Oxirgi tenglamani integrallash orgali biz quyidagi tenglamaga kelamiz:
Y(x) =—-x—C.
U holda
p(x)=1—-x4+3x—14+C=2x+C

masalaning yechimi quyidagi formula bilan aniglanadi:
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ulCe,y)=2x+C—-3x—CBx—y3)—-C = ulx,y)=y3—x.
Misol 5. Tenglamaning umumiy yechimini toping.
X2 Uyy — YUy — 2yUy, =0
Yechish. a? — a;,a,, = x?y? bo'lgani uchun (1) tenglama x0y tekislikning
koordinata o'glarida yotmaydigan barcha nuqtalarida giperbolik tipga ega.
Xarakteristik tenglama:

x2dy? —y2dx? =0 = dy= i%dx.

Tenglamani umumiy integrali:

y
= (4, == (C,.
Xy 1 x 2
Yangi o’zgaruvchi kiritamiz:
_ _Y
S=xy, n=72
y 1
gx:y; fyle 77x=_x_2: ny:;:
y 1
U,y =Yy uf—;un, Uy =xu§+;un,

2 2
Uyy = ViUss — Z%ugn + Z%u77 + 2:—411,,7,7,
Uyy = X*Uge + 2ugy + x_lzurm’
2nug, +ug = 0.
z = ug funksiyasini kiritamiz. Bu funksiya ajratiladigan o'zgaruvchilar
bilan differentsial tenglamani ganoatlantiradi:
dz z
a2y
bunda ¢ parametr vazifasini bajaradi.
_o®
ﬁ )
bu yerda ¢ (&) ixtiyoriy ikki marta differentsiallanuvchi funksiya.
Oxirgi tenglamani ¢ dan ortig integrallash orgali biz
tenglamaning umumiy yechimini olamiz:

u=@+¢(n)

Jn
(integrallash konstantasi ixtiyoriy ¢ (n) funksiyadir).
Shunday qilib,

In, + Invn = lnp(§) = Ug

y
uCx,y) = x/y o) + v (7).
Misol 6. x0y tekisligining birinchi va ikkinchi choraklarida tenglamaning
umumiy yechimini toping:
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2XUyy + 2X%YUyy, — Uy + x%u, = 0. (8)
Yechish. a? — a;;a,, = —4x3y bo'lgani uchun (8) tenglama x0y tekislikning
ikkinchi va to'rtinchi choragida giperbolik tipga ega; birinchi va uchinchi kvadrantlarda
elliptik tipdagi tenglama bo’ladi. Koordinata o'qlaridagi parabolik turga ishora qgiladi.
Demak, xarakteristik tenglama quyidagi ko’rinishga ega:
dy? + xydx? = 0.
1. Agar x > 0vay > 0 bo’lsa, u holda dy = +i,/xydx tenglamaning umumiy
integrali quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:
Va3 +3ify =0, Vx*-3ify=0
Yangi o’zgaruvchi kiritsak,
f = 1/x3’ 17 = 3\/_’
3 3
= _\/}; = 0) = 0; =
$x =73 Sy Mx Ty =3 7

3 3
ux=§\/§uf, uy=mun,
9

9 3 3
Uyy = qufg + —4ﬁu5,uyy = Eunn ——4\/Fun,
(uge +upy) =0,
ulx,y) =¢ (\/x3 + 31\/}) + Y (\/x3 - Biﬁ).
x<0Ova y>0,dy=+,/—xydx. Tenglamaning umumiy integrali
quyidagicha ko’rinishda bo’ladi.
V=x3+3Jy=0, VJ-x3-3y=0.
Yangi o’zgaruvchi kiritsak,
& =v-x3+3y, n=+—-x3-3y.
Kanonik ko’rinishdagi tenglamaga keltiramiz:
ugn = (.
Tenglamaning umumiy yechimining ko’rinishi quyidagicha:
ulx,y) =¢ (\/ —x3 + 3\/§) + Y (\/ —x3 — Bﬁ)
Tor tebranishlarning bir jinsli bo'lmagan tenglamasi
Tor tebranishlarining bir jinsli bo'lmagan tenglamasi uchun Koshi
masalasini ko'rib chigamiz. Bizga f(x,t) € C' (R x R,) funksiya berilgan
bo’lsin:
0%u 0%u
9)

F:azﬁﬁ-f(x,t), xER,tZO'
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u(x,0) = p(x), g—?(x, 0) =y(x), x€E€R. (10)
(9) va (10) masalalarni quyidagi ko’rinishda ifodalab tekshirish mumkin
u(lx,t) = vix,t) + w(x,t), (11)
bu yerda v(x,t) — berilgan ¢,y, f = 0 (erkin tebranishlar tenglamasi) bilan
Koshi masalasining (9), (10) yechimi va w(x, t) funksiyasi Koshi masalasini (9),
(10) ¢ = 0,9¥ = 0 bo’lgandagi yechimi, ya’'ni

d2%w 22w
— = a* + f(x,0),

ot? dx?
9
w(x,0) = 0, a—V:(x, 0) = 0. (12)

w (x,t) funksiya Dalamber formulasi yordamida yoziladi va (12)
masalaning yechimi formula yordamida topiladi:

1 t x+a(t+r)
w(x, t) = %J U f (¢, T)df] dr. (13)
0

x—a(t-r)
Darhagigat, w(x,0) = 0 shartni ganoatlantirilishi anig. t va x ga
nisbatan xususiy hosilalarni topamiz:

ow

Fr 0 +%Lt[af(x+a(t—r),r) + af (x — a(t — 7),7]d7,

d0%w

t a a
7=f(x,t)+%f [é(x+a(t—r),r) —é(x—a(t—r),r] dr,
0

g—‘::: %j:[f(x+a(t—r),r) — f(x —a(t —1),1ldr,

2 t
3| [+ et =00 5= ate =] ar

Bulardan kelib chigib shuni xulosa gilamizki,

ow
= — — AR i A
w(x,0) =0, ey (x,0) =0, R f(x,t)

w(x, t) — tenglama va boshlang’ich shartlarni qanoatlantiradi.
Ushbu yo‘nalishda o‘zbek va xorijlik olimlar tomonidan ko‘plab ilmiy izlanishlar
olib borilgan. Ular jumlasiga [1-15] magolalarni kiritish mumkin.
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